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1C — Koszulki

autor zadania: Mateusz Radecki

Tresé

W zadaniu mamy dany ciag liczb aq,as,...,a, oraz liczbe k. JesteSmy pro-
szeni o znalezienie jak najmniejszego podciagu tego ciagu, o mocy co najmniej
k, takiego, ze dla kazdych 7 oraz j jesli a; > a; oraz j-ty element nalezy do
wybranego podciagu, to a; réwniez do niego nalezy.

Rozwigzanie

Posortujmy ciag aq, as, . . ., a, nierosnaco. Zastanéwmy sie kiedy jakis jego pod-
ciag jest poprawny. Na pewno jesli jaki$ element do niego nalezy, to wszystkie
na lewo od niego tez musza do niego naleze¢. Sugeruje to, ze tylko niektore pre-
fiksy sa poprawne. Dodatkowo, aby prefiks byl poprawny, to albo musi on by¢
calym ciagiem, albo jego ostatni element musi by¢ $cidle wiekszy niz pierwszy
element zaraz za nim.

Zatem tak diugo jak k # n oraz ap = apy1 musimy zwigkszaé k o 1. Osta-
teczna wartos¢ k jest naszym wynikiem. Zlozonosé catego algorytmu, ze wzgledu
na sortowanie, to O(n - log(n)).



1B — Oranzada

autor zadania: Mateusz Radecki

Tresé

W zadaniu mamy dany ciag liczb a1, as,...,a, oraz liczbe k. W jednym ruchu
mozemy zamieni¢ dwa sasiednie elementy ciagu miejscami. JesteSmy pytanie ile
co najmniej ruchéw potrzebujemy, aby pierwsze k elementéw ciagu bylo parami
réznych.

Rozwigzanie

Jedli w ciggu jest mniej niz k réznych wartodci, to nie da si¢ osiagnaé celu,
odpowiadamy zatem —1.

W przeciwnym wypadku spdjrzmy na zbior pozycji, z ktorych elementy prze-
mieszcza sie na jedna z k pierwszych pozycji. Oznaczmy posortowany ciag tych
pozycji przez p1, p2, - - -, pi- Dla i # j musi zachodzi¢ a,, # a,,;. Przemieszczenie
jakiego$ elementu z pozycji ¢ na pozycje j zajmuje nam |i — j| ruchéw. Okazuje
sie, ze element z pozycji p; oplaca sie doprowadzi¢ na pozycje i.

Dlaczego? Jesli uprzemy sie przy tej kolejnosci, to bedziemy mogli dopro-
wadza¢ elementy na miejsce jeden po drugim, idac od lewej. Bedziemy na
to potrzebowa¢ Y |p; — i| ruchéw, a poniewaz musi zachodzi¢ p; > i, to
S lp—il= Y (i — i) = (i pi) — (X, i). Zauwazmy, ze przy kaz-
dym ruchu suma pozycji wybranych elementéw moze spadaé¢ co najwyzej o 1.
Musimy zmniejszy¢ te sume o (> i, p;) — (D1, 9), a skoro we wspomnianym
sposobie zmniejszamy ja zawsze o 1, to nasze rozwiazanie jest optymalne.

Musimy zatem znalez¢ takie k pozycji, ktérych suma jest minimalna i wszyst-
kie wartosci, ktore sie na nich znajduja, sa parami rézne. Latwo zrobi¢ to za-
widzieliémy, to wlasénie jej pozycje dodajemy do rozwiazania. Idziemy po ciagu
tak dtugo az spotkamy k réznych wartosci.

Czemu jest to optymalne? Powiedzmy, ze pierwszy raz napotykamy wartosé
w. Jesdli mielibySmy wzia¢ do wyniku jakies inne jej wystapienie, to mozemy
poprawi¢ wynik biorac zamiast niego pierwsze wystapienie w. Jesli jednak mie-
libySmy wzia¢ do rozwigzania calkiem inna warto$¢ wystepujaca pdzniej, to
rowniez mozemy zamienié jg na pierwsze wystapienie w.

Poniewaz jesteSmy w stanie zarezerwowaé tablice, ktéra pomoze nam §ledzié¢
ktére wartoscei juz napotkaliSmy, to calkowita zlozono$é algorytmu to O(n).



1A — Od deski do deski

autor zadania: Mateusz Radecki

Tresé

Méwimy, ze ciag jest dobry, jesli mozemy sprawié, ze caly zniknie, wykonujac
dowolna liczbe nastepujacych ruchéw: wybieramy dwa réwne elementy ciagu
znajdujace si¢ na réznych pozycjach i usuwamy je wraz ze wszystkimi elementa-
mi pomiedzy nimi. Nastepnie sklejamy ze soba pozostaly prefiks i sufiks ciagu.
Mamy dane liczby n oraz m. Nalezy policzy¢ (modulo duza liczba pierwsza)
liczbe dobrych ciagéw n-elementowych o wartosciach z przedziatu [1,m].

Rozwigzanie

Zaznaczmy w oryginalnym ciagu pary pozycji, ktére odpowiadaja parom wy-
bieranych elementéw. Spéjrzmy na dwie pary (¢1,71) oraz ({o,72). Oczywiscie
wszystkie wartodci £1,71, 0o i ro muszg byé parami rézne. Zaltézmy bez straty
ogolnosci, ze £1 < 5. Nie moze zachodzi¢ fo < r1 1 71 < r9, gdyz wtedy usu-
wajac najpierw pierwszy przedzial, usunelibyémy /5, a usuwajac najpierw drugi
przedzial, usuneliby$my 7. Jesli zachodzi ro < 71, to przedzial [¢s,rs] musieli-
$my usunaé przed [¢1,r1]. Latwo zauwazy¢, ze niepotrzebnie w ogéle usuwaliSmy
przedzial [lo,72], gdyz i tak caly zniknalby przy usuwaniu przedziatu [¢q,r].

Mozemy zatem wywnioskowaé, ze ciag jest dobry wtedy i tylko wtedy, gdy
mozemy podzieli¢ go na przedziaty dlugosci co najmniej 2 takie, ze kazdy prze-
dziat zaczyna oraz konczy sie ta sama wartoscia. Policzymy dobre ciagi za pomo-
cg programowania dynamicznego. Niech D P[i][j][l] oznacza liczbe takich ciagéw
i-elementowych, dla ktérych istnieje dokladnie j wartosci z przedzialu [1,m],
ktore po dotozeniu na koniec ciaggu zamienialy by go w dobry ciag. Dodatkowo,
jesli I = 1, to zliczamy jedynie dobre ciagi, a jesli [ = 0, to zliczamy jedynie
ciagi, ktore nie sg dobre.

Programowanie dynamiczne inicjalizujemy jako DPI[0][0][1] = 1. PrzejdZzmy
sie¢ po ¢ od 0 do n — 1 wlacznie i wypychajmy wartosci w przéd.

Jedli I = 0 i dolozymy wartodé, ktéra nie zamienia ciagu w dobry ciag, to j
nie ulega zmianie.

Wykonujemy zatem: DP[i + 1][7][0] += dp[i][5][0] - (m — 7).



Jesli zas dotozymy warto$é, ktéra uczyni ciag dobrym, to warto$é¢ j rowniez
sie nie zmieni, ale ciag bedzie dobry.

Wykonujemy zatem: DP[i + 1][j]{1] += DP[i][5][0] - j.

Jedli I = 1 1 dotozymy wartosé, ktora zamienia ciag w dobry ciag, to wartosé
J réwniez si¢ nie zmienia.

Wykonujemy zatem: DP[i + 1][j]{1] += DP[i][j][1] - j.

Jesli zas dolozymy wartosé, ktora nie zmienia ciagu w dobry ciag, to za-
uwazmy, ze po kazdym nastepnym wystapieniu tej wartosci bedziemy w stanie
usuna¢ caly ciag (gdyz bedziemy mogli usunaé prefiks dlugosci @ oraz w jednym
ruchu wszystko to co jest po nim).

Wykonujemy zatem: DP[i + 1][j + 1][0] += DP[i][5][1] - (m — j).

Warto zauwazy¢, ze wartoS¢ parametru j nigdy nie przekroczy wartosci n.
Cale programowanie dynamiczne ma zatem zlozonosé O(n?).



2C — Zaktocenia

autor zadania: Kamil Debowski

Tresé

Mamy dany ciagg binarny dlugosci 8n. Pytamy, czy da sie pomieszaé¢ kolejnosé
bitéw w tym ciagu tak, aby po podzieleniu go na n przedziatéw dtugosci 8, kazdy
przedzial odpowiadal binarnej reprezentacji malej litery alfabetu angielskiego
w kodzie ASCII.

Rozwigzanie

Po pierwsze warto zauwazy¢, ze jedyne co podczas mieszania bitéw nie moze
ulec zmianie, to liczba jedynek. Mozemy za to ulozy¢ bity w kazdy ciag, o ile
liczba jedynek w nim jest rowna liczbie jedynek w wejéciowym ciagu. Policzmy
zatem jedynki w wejSciowym ciggu i oznaczmy ich liczbe przez k.

Zauwazmy, ze binarne reprezentacje malych liter alfabetu angielskiego w
kodzie ASCII moga mie¢ zapalone 3, 4, 5 lub 6 bitéw. Poprawny ciag moze mieé
zatem od 3n do 6n jedynek. Jesli wiec k nie nalezy do przedziatu [3n,6n], to
odpowiedz nie istnieje.

Jedli za$ odpowiedz istnieje, to rozwazmy dwa przypadki. Jesli k& = 6n, to
mozemy n razy wypisaé litere majaca doktadnie 6 jedynek w swojej reprezentacji
binarnej (czyli na przyklad litere w).

W przeciwnym przypadku, niech p = L%J oraz r = (k mod n). Zauwazmy,
ze p zawiera sie w przedziale [3,5]. Jako ze p- (n —r) + (p+ 1) - r = k, to
mozemy (n — r) razy wypisaé litere majaca p zapalonych bitéw w reprezentacji
binarnej i r razy wypisaé litere majaca (p+ 1) zapalonych bitéw w reprezentacji
binarnej. Takie litery mozna znalez¢ za pomoca petli lub recznie wpisaé je do
kodu. Calkowita zlozono$é algorytmu to O(n).



2B — Pandemia

autor zadania: Mateusz Radecki

Tresé

Istnieje n miast potozonych przy dlugiej drodze. Mamy dany ciag binarny dlugo-
$ci n. Informuje nas on, ktére miasta zarazone sa wirusem, a ktére nie. Kazdego
dnia mozemy zaszczepi¢ jedno miasto wolne od wirusa, a kazdej nocy kazde mia-
sto zarazone wirusem zaraza nim swoich niezaszczepionych sasiadow. Wszystkie
zarazenia dzieja si¢ jednoczesnie. Nalezy poda¢ minimalng mozliwa liczbe miast
zarazonych wirusem przy optymalnej strategii szczepienia.

Rozwigzanie

Przypadek, gdy wszystkie miasta sa zdrowe, jest prostym przypadkiem, zatem
pominmy go.

Podzielmy ciag na maksymalne przedziaty zdrowych miast, otoczone z dwoch
stron zarazonymi miastami. Owy ciag oznaczmy przez ai,as, ..., ar. Dodatko-
wo, obliczmy dlugosci najdluzszego zdrowego prefiksu oraz sufiksu i oznaczmy
je przez by oraz bs.

Wprowadzmy pojecie frontu choroby. Kazdy przedzial otoczony zarazonymi
miastami posiada dwa fronty choroby i przy kazdej turze bez szczepien liczba
zarazonych miast w nim wzrasta o 2. Oba ,ogony” (tzn. prefiks oraz sufiks)
posiadaja po jednym froncie choroby i liczba miast zarazonych w nich przy
kazdej turze bez szczepien wzrasta o 1.

Zastanéwmy sig¢, co dodatkowo moze si¢ dzia¢. Fronty choroby moga same
znikaé, poniewaz cale przedzialy mogg zostaé zarazone. Dziala to w pewien
sposOb na nasza korzys$¢ — wirus przestaje zaraza¢ wiecej miast. Dodatkowo,
kazdym szczepieniem jesteSmy w stanie wyeliminowaé jeden front choroby —
mozemy zaszczepi¢ ktory$ koniec zdrowego przedzialu miast (w przypadku kté-
rego$ z ogonéw nalezy zaszczepi¢ koniec sasiadujacy z zarazonym miastem).

W zwiazku z tym, powinniSmy najpierw eliminowaé fronty, ktére najpdz-
niej zniknetyby same z siebie. Okazuje si¢, ze mozemy zatem posortowaé cigg
ai, as, ..., a, niemalejaco i dla kolejnych przedziatéw w nim szczepié je po kolei.
Mboéwiac doktadniej, najpierw szczepimy pierwszy koniec pierwszego przedziatu,
potem jego drugi koniec, potem pierwszy koniec drugiego przedziatu i tak dalej.
Mozna robié to jednoczesnie symulujac rozwdj choroby i skracajac przedzialy.



Pozostaje pytanie co zrobi¢ z ogonami, tzn. wartoSciami by i be. Zaldézmy,
ze znamy jakas strategie szczepienia, tzn. wiemy w jakiej kolejnosci chcemy za-
szczepi¢ ktore konce ktorych przedzialéw. Zmienmy kolejno$é tych szczepien i
zastanéwmy sie co sie stanie. Teoretycznie nadal eliminujemy jeden front choro-
by dziennie, ale teraz mozemy nie zdazy¢ zaszczepi¢ jakiego$ przedzialtu, przez
co zniknie on sam. Zauwazmy jednak, ze jedynie poprawia to nasza sytuacje!
Fronty, na ktérych znikniecie nie musimy marnowaé szczepien dzialaja na nasza
korzys$¢é. Wynika z tego, ze znajac sam zbiér koncéw przedziatéw, ktore checemy
zaszczepic¢, mozemy zaszczepi¢ je w dowolnej kolejnosci. Mozemy zatem rozwa-
zy¢ cztery przypadki: czy chcemy zaszczepié ogon by oraz czy chcemy zaszczepic
ogon by. Dla kazdego z tych dwoch szczepien, ktore zdecydujemy sie wykonad,
mozemy wykonaé je na samym poczatku, a nastepnie szczepié¢ przedzialy opisy-
wane przez ciag ai, ds, - . ., ar od najdtuzszych do najkrotszych, symulujac caly
czas rozwdj choroby.

Oczywiscie opisane powyzej rozwiazanie bazuje jedynie na intuicji, dlatego
dokladny dowdéd wspommnianych faktow pozostawiamy jako éwiczenie dla czy-
telnika. Jesli zdecydujemy sie na szybszy niz standardowy sposob sortowania,
to ostateczna zlozonoéé algorytmu bedzie wynosié¢ O(n).



2A — Poborcy podatkowi

autor zadania: Mateusz Radecki

Tresé

Dane jest drzewo z wagami na krawedziach. Nalezy wybra¢ dowolna liczbe roz-
tacznych krawedziowo Sciezek. Diugosé kazdej $ciezki musi wynosi¢ dokladnie
4, gdzie przez dlugoéé éciezki rozumiemy liczbe krawedzi w niej. Nalezy zmak-
symalizowaé¢ sume wag krawedzi pokrytych przez Sciezki.

Rozwigzanie

Rozwiazmy zadanie za pomoca programowania dynamicznego. Ukorzenmy drze-
wo w dowolnym wierzchotku. Niech DP[v][i] (gdzie 0 < i < 4). Oznacza mak-
symalng sume wag krawedzi, jesli wybieraliémy $ciezki jedynie w poddrzewie
zawieszonym w wierzchotku v, wszystkie wybrane $ciezki maja dlugoéé 4, z wy-
jatkiem jednej z nich, ktérej jeden z koncdéw to v i ktorej dtugosé wynosi i. Jak w
standardowym programowaniu dynamicznym na drzewie, musimy umieé zrobié
dwie rzeczy.
Dodaé korzeniowi drzewa ojca:

8, b

Oraz polaczy¢ korzeniami dwa drzewa, gdzie korzen drugiego ma dokladnie

jedno dziecko:



Pierwsze przejécie jest prostsze. Znajac tablice DP[v] i znajac wage krawedzi
prowadzacej do ojca v (oznaczmy ja w), wystarczy wykonaé:

Laczenie drzew jest nieco trudniejsze. Zauwazmy, ze Sciezki dlugosci 1 lacza
sie ze $ciezkami dlugosci 3, a $ciezki dlugosci 2 lacza sie z innymi $ciezkami
dlugosci 2. Sciezki dlugosci 0 (czyli brak $ciezki) nie wplywaja na nic. Dla
rozwazonego prefiksu dzieci v interesuje nas zatem o ile wiecej $ciezek dtugosci
1 niz Sciezek dlugosci 3 wybraliSmy, oraz jaka jest parzystosé liczby wybranych
Sciezek dlugosci 2.

Oznaczmy zatem dhugos$é rozwazonego prefiksu dzieci przez i, réznice mie-
dzy liczbag wybranych $ciezek dtugosci 1 i liczba wybranych Sciezek dtugosci 3
przez j, a parzystos¢ liczby wybranych Sciezek dlugosci 2 przez £. Ten problem
mozemy réwniez rozwiazaé za pomocg programowania dynamicznego. Wpro-
wadZmy tablice DPy[i][][¢], ktéra odpowiada maksymalnej mozliwej sumie wag
krawedzi w scenariuszu opisanym wyzej. Latwo wywnioskowaé, ze zachodzi
DP[v] = {DP,[d][0][0], DP,[d][1][0], DP2[d][0][1], DP2[d][-1][0]}, gdzie d jest
liczba dzieci v. Z kazdego stanu mamy stala liczbe przej$é (dla dziecka v moze-
kwadratowo wiele, przez co potrzebujemy jakiej$ optymalizacji.

Wiéréd dzieci v istnieje pewne optymalne przyporzadkowanie kazdemu dziec-
ku dlugodci Sciezki, ktéra ma odchodzi¢ w jego strone. W tym przyporzadko-
waniu jest w szczegélnosci podciag dzieci, ktére beda mialy przyporzadkowana
$ciezke dlugosei 1 lub 3 (a licznosci takich dzieci musza finalnie r6znié sie co naj-
wyzej o 1). Zauwazmy, ze gdyby$my znali taka kolejnosé dzieci v, w ktérej dzieci,
ktérym nalezy przyporzadkowadé Sciezki diugosci 1 oraz 3, wystepowaly na zmia-
ne, to parametr j wcale nie musialby miescié¢ sie w przedziale [—n, n] — mégtby
wtedy miescié sie w przedziale [—1, 1]. Niestety, nie znamy takiej kolejnosci, ale
napawa nas to nadzieja — sprébujmy utozyé¢ dzieci v w losowej kolejnosci!

Wyobrazmy sobie dlugi ciag binarny, w ktérym zera odpowiadaja dzieciom,
w ktore odchodzi¢ bedzie $ciezka dlugoéci 1, a jedynki odpowiadaja dzieciom,
w ktére odchodzié¢ bedzie Sciezka dtugosci 3. Wiemy, ze nasz ciag zostal losowo
przemieszany. Zastanéwmy sie zatem, jaka moze by¢ oczekiwana maksymalna
roznica miedzy liczba zer i liczba jedynek w pewnym prefiksie. Jesli wszyst-
kie elementy ciagu bylyby niezaleznie od siebie losowane ze zbioru {0, 1}, to
interesowaloby nas odchylenie standardowe doé¢ prostej zmiennej, ktére podpo-
wiadaloby, ze szukana przez nas odpowiedzia jest O(y/n). Dodatkowo wiemy, ze
sumaryczna liczba zer oraz liczba jedynek réznia si¢ co najwyzej o 1, co okazuje
sie jedynie nam pomagaé (jesli do tej pory spotkaliSmy wiecej zer niz jedynek,
to nastepna warto$¢ ma wieksze szanse by¢ jedynka niz zerem i vice versa).



Warto jednak przekonaé sie o tym nieco doglebniej, szczegdlnie, ze musimy
recznie wybraé jaka$ stala, przez ktérg ograniczymy mozliwe wartosci parame-
tru j. Mozemy zatem napisa¢ do$¢ prosty program pomocniczy, ktéry (réw-
niez korzystajac z programowania dynamicznego) policzy w zlozonosci O(n - ¢)
prawdopodobienstwo, ze przy ograniczeniu mozliwego przedziatu parametru j
do [—¢, ], nasz algorytm zadziala poprawnie. Przemyslenie szczegdtéw wspo-
mnianego programu pozostawiamy jako ¢wiczenie dla czytelnika. Z napisanego
programu tatwo uzyskaé¢ informacje, ze rzeczywiscie warto$é¢ ktorej szukamy jest
rzedu O(y/n). Przy jego pomocy mozemy réwniez dobraé¢ odpowiednia stala, za-
lezna od prawdopodobienstwa, ktérego oczekujemy. Mozemy réwniez oczywiscie
prébowaé jak najdoktadniej dowodzi¢ prawdopodobienstwa sukcesu naszego al-
gorytmu, jednak w konkursach programistycznych, w ktérych nie ma potrzeby
dowodzenia poprawnosci swoich rozwiazan, wspomniany program powinien by¢
w zupelnosci wystarczajacy.

Ostateczna zlozonosé algorytmu wynosi zatem O(n - /n).
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3C — Sumy

autor zadania: Mateusz Radecki

Tresé

Dany jest ciag wag ryb. Jedna ryba moze zje$¢ inng tylko, gdy jest od niej $cile
ciezsza. Po zjedzeniu jej waga rosnie o wage zjedzonej ryby, a zjedzona ryba
znika. Dla kazdej ryby pytamy, czy moze w stawie nastapi¢ ciag zjedzen, po
ktorym pozostanie ona ostatnia, niezjedzona ryba.

Rozwigzanie

Po pierwsze zauwazmy, ze jesli jakas ryba moze pozostaé ostatnia ryba po jakims
ciagu zjedzen, to réwnie dobrze ona mogla zjesé¢ kazda inna rybe. Powiedzmy,
ze istnieja ryby A, B i C' o wagach odpowiednio a, b i c. Je$li B zjadta C, a
potem A zjadla B, to musialo zachodzié¢ b > ¢ oraz a > b+ c. Latwo zauwazy¢,
ze w takim razie musialo tez zachodzi¢ a > b oraz a+b > ¢, czyli A mogla zjesé
tez bezposrednio C.

Teraz zauwazmy, ze jesli jakas ryba mogla pozosta¢ ostatnia, to wszystkie
ryby ciezsze od niej réwniez moga pozostacé ostatnie. Powiedzmy, ze znamy dwie
ryby A oraz B i zachodzi A > B. Za kazdym razem, gdy B mialaby zje$¢ jakas
inng rybe, zamiast tego A moglaby ja zjesé. W momencie, gdy B zjadlaby A,
to zamiast tego A moze zje$é¢ B.

Daje nam to informacje, ze jesli posortujemy ryby niemalejaco po wadze,
to ryby na pewnym sufiksie moga pozosta¢ ostatnie. Pozwala nam to uzy¢ wy-
szukiwania binarnego, by mnozac zlozonosé przez log(n) sprowadzi¢ zadanie do
sprawdzenia, czy pewna konkretna ryba moze pozostaé ostatnia.

Pozostaje jedynie pytanie w jakiej kolejnosci sprawdzana ryba powinna pro-
bowaé zjada¢ pozostate. Jesli moze zjesé ktorakolwiek z nich, to na pewno moze
zjes¢ najlzejsza, co tylko podniesie jej wage i by¢ moze pozwoli zjeS¢ wigksze
ryby. Skoro i tak posortowalidémy ciag, to przejdzmy sie po nim od najlzejszych
ryb prébujac po kolei je jesé. Jedli ktdrejs zjesé nie mozemy, to znaczy, ze spraw-
dzana ryba nie moze pozostaé ostatnia.

Caly algorytm, zaréwno przez sortowanie, jak i wyszukiwanie binarne, ma
ztozonosé O(n - log(n)).
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3B — Mopadulo

autor zadania: Kamil Debowski

Tresé

Dany jest ciag liczb catkowitych. Nalezy policzy¢ (modulo 10° 4 7) sume jego
dobrych podzialéw na przedzialy. Podzial ciagu na przedzialy jest dobry, jesli
reszta z dzielenia sumy liczb w kazdym z przedziatéw przez 10° 47 jest parzysta.

Rozwigzanie

Dla zadanego ciagu aq,as,...,a, policzmy ciag jego sum prefiksowych, a do-
kladniej ich reszt z dzielenia przez 10° +7. Oznaczmy go prefy, prefi, ..., prefo,
gdzie prefo = 0 i prefi = (prefi_1 + a;) mod (10° + 7). Zastanéwmy sie, jaka
jest reszta z dzielenia przez 10° + 7 sumy liczb z przedziatu [/, r]. Jedli zachodzi
pref,. > prefy_1, to suma ta to po prostu pref, — pref,_1. Jesli za$ zachodzi
pref, < prefy—1, to policzona w ten sposéb suma okazalaby sie ujemna, musimy
ja zatem zastapié przez pref, — prefo_1 + 10° + 7.

FLatwo zatem wywnioskowaé kiedy reszta z dzielenia sumy liczb z jakiegos
przedzialu jest parzysta. Dla przedziatu [, 7], jesli zachodzi pref, > prefo_1, to
musi zachodzié pref, = prefe—1 (mod 2). Jesli za$ zachodzi pref, < prefs_1,
to musi zachodzié pref, Z prefe—1 (mod 2).

Uzyjmy wiec programowania dynamicznego. Niech D P[i] oznacza liczbe po-
dzialéw na przedzialy prefiksu dlugosci i. Zaczynamy oczywiscie od DP[0] = 1.
Aby policzyé DPJi] przeiterujmy sie po poczatku ostatniego przedzialu w po-
dziale. Niech zaczyna sie na pozycji j. Jest on poprawny wtedy i tylko wtedy,
gdy reszta z dzielenia sumy liczb w nim jest parzysta. Musimy zatem wtedy
zwiekszy¢é DP[i] o DP[j — 1]. Gdyby$my zaimplementowali przejscia brutalnie,
skoniczylibySmy ze zlozonoécia kwadratowa, ktora zdecydowanie nas nie zado-
wala.

7 zebranymi obserwacjami latwo jest jednak wywnioskowaé, co nalezy zro-
bi¢. Skoro by obliczyé DP[i] musimy poznaé¢ sume po DP[j] dla takich j, ze
pref; < pref; oraz pref; = pref; (mod 2), to mozemy w tym celu uzy¢ drzewa
przedzialowego. Po przeskalowaniu wspélrzednych (ktérymi sa sumy prefikso-
we) pozwoli nam ono odczytywaé sume wartosci z dowolnego prefiksu. Poniewaz
interesuje nas jedynie suma dla wartosci o zadanej parzystosci, to mozemy zbu-
dowa¢ dwa drzewa przedziatowe — jedno dla warto$ci parzystych i jedno dla
nieparzystych.
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Dzieki temu bedziemy mogli pyta¢ zaréwno o prefiks wartosci o zadanej
parzystosci, jak i sufiks wartosci o przeciwnej parzystosci, a takze wprowadzaé
zmiany (dodawaé nowo policzone D P[i] na pozycji pref;). Kazda z tych operacji
bedzie standardowa operacja na drzewie przedzialowym. Zamiast drzewa prze-
dziatowego, w celu uproszczenia kodu, mozemy réwniez uzy¢ drzewa Fenwicka
(zwanego réwniez BIT lub drzewem potegowym). W obu wariantach, ze wzgle-
du na przeskalowanie oraz uzycie odpowiedniej struktury danych, kohczymy ze
ztozonoscia O(n - log(n)).
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3A — Wystawa

autor zadania: Mateusz Radecki

Tresé

Dany jest ciag par liczb (a;, b;) oraz liczba k. Nalezy stworzy¢ ciag ¢1,ca, -+, ¢p.
W tym celu, musimy wybraé¢ dokladnie k pozycji i ustali¢ na nich ¢; := a;. Na
pozostalych pozycjach nalezy ustali¢ ¢; := b;. Naszym celem jest zminimalizo-
wanie maksymalnej sumy liczb tworzacych spojny przedzial ciagu ci,co, ..., cp.
Dodatkowo, jesteSmy proszeni o odtworzenie wyniku, tzn. skonstruowanie do-
ktadnego ciagu ci,ca, ..., Cp.

Rozwigzanie

Sprébujmy stworzy¢ optymalny ciag bez wzgledu na parametr k. W tym celu
dla kazdej pozycji ¢ wybieramy mniejsza z dwoch wartosci: a; oraz b;. W tak
stworzonym ciagu ktorego$ wyboru dokonalidémy za duzo razy — bez straty ogdl-
nosci zatézmy, ze za duzo razy wybraliSmy a;. Mozemy zatem wywnioskowad,
ze na kazdej pozycji, na ktorej wybraliSmy b;, byl to wybér ktérego nie nalezy
zmienia¢. Mozemy zatem na tych pozycjach ustali¢ a; := b;. Dzieki temu zysku-
jemy zalozenie, ze dla kazdego i zachodzi a; < b;, ktore okaze si¢ by¢ wygodne
podczas implementacji. Musimy teraz wybraé¢ dokladnie & pozycji, na ktérych
zdecydujemy sie na wybér a;. Zauwazmy, ze wspomniane przypisanie sprawia,
ze mozemy mysle¢ o wybraniu co najwyzej k pozycji, na ktorych zdecydujemy
sie na wybér a;, co rOwniez moze okaza¢ sie wygodne, zaleznie od szczegdléw
implementacji.

Zacznijmy od bardzo wolnego rozwiazania i optymalizujmy je. W tym celu
warto zastanowié sie, jakie znamy algorytmy liczace przedzial o najwigkszej
sumie i ktéry bedzie dla nas przydatny. Skorzystamy tutaj z algorytmu, ktory
iteruje sie po kolejnych prefiksach i dla kazdego z nich oblicza maksymalng sume
liczb na jakim$ sufiksie tego prefiksu. Powiedzmy, ze rozwazyliSmy juz prefiks
dhugoéci i, a najwieksza suma liczb na jego sufiksie wynosi s. Przechodzac do
prefiksu dlugosci ¢ 4+ 1 ustalamy s := s + a;41. Nastepnie, mamy mozliwosé
wyzerowaé dlugo$é sufiksu o najwiekszej sumie — jesli najwiekszy sufiks zawiera
ostatni element, to przed nim na pewno uzywamy dokladnie tego sufiksu, ktory
byl optymalny dla prefiksu kréotszego o 1. Jesli go nie zawiera, to suma liczb w
optymalnym sufiksie to po prostu 0. W tym celu ustalamy s := max(s,0).
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Pamigtamy réwniez globalna zmienng m, ustalona poczatkowo na 0. Po
kazdym przedluzeniu prefiksu ustalamy m := maz(m,s). Koncowa warto$é
zmiennej m jest szukanym wynikiem. Pozwala nam to skonstruowaé rozwia-
zanie wykladnicze. Idac od lewej, rekurencyjnie rozwazamy dla kazdej pozycji,
czy zdecydujemy sie na wybranie na niej wartosci a; czy b;. Interesujacymi nas
wartosciami, sa oczywiscie wartosci s oraz m, a takze liczba pozycji na ktérych
zdecydowaliSémy sie na wybér a;. Mozemy zatem opisaé stan krotka czterech
liczb: (i, 7, s,m), gdzie i oznacza dtugosé rozwazonego prefiksu, a j oznacza licz-
be pozycji, na ktérych wybraliémy element ciagu aq,as,. .., ay.

W podobnych sytuacjach, gdy musimy minimalizowa¢ maksimum po jakich$
warto$ciach, warto jest rozwazy¢ wyszukiwanie binarne po wyniku. Sprawia to,
ze mamy globalne zalozenie, ktérego musimy pilnowaé. Sprébujmy wiec zasto-
sowacé je tutaj i skupmy sie na sprawdzeniu, czy da sie sprawi¢, by suma liczb w
zadnym przedziale nie przekraczala X. Okazuje sie zmieniaé to stan z (i, j, s,m)
w (i, j, $) — nie interesuje nas maksymalna do tej pory warto$¢ s, wazne jedynie,
ze nigdy nie przekroczyta ona X.

Pozwala to nam wysunaé obserwacje: dla ustalonych wartoéci ¢ oraz j nie
interesuja nas wszystkie mozliwe wartosci s, do ktérych mogliémy dojsé bez
przekraczania X — interesuje nas jedynie najmniejsza z nich! Mozemy zatem
uzy¢ programowania dynamicznego: niech D P[i][j] oznacza minimalng mozliwa
do osiagniecia wartosé s, przy zatozeniu, ze rozwazyliémy juz prefiks dtugosci ¢,
J razy wybraliSmy na nim element ciagu a1, as,...,a, i suma w zadnym prze-
dziale do tej pory nie przekroczyla X. Dodatkowo, niektére j moga w ogdle
nie by¢ osiggalne. Oznacza to, ze nie mogliémy wybraé¢ tylko tyle wartosci a;,
zeby nigdzie nie przekroczyé X. Osiagalny bedzie sufiks mozliwych wartosci j.
Aby nieco uprzyjemnié¢ implementacje warto w tym momencie zmienié¢ definicje
— ustalamy zatem k :=n — k i méwimy, ze musimy co najmniej k razy wybraé
warto$é b; (czyli te wieksza). Sprawi to, ze tylko prefiks wartodci j bedzie osia-
galny. Powyzsze podejscie ma zlozonosé kwadratowa, wiec potrzebujemy jeszcze
jednej obserwacji.

Zaimplementowanie powyzszego programowania dynamicznego pozwala za-
uwazy¢ wazna wlasnoéé: dla ustalonego i, wartosci DP[i][j] sa oczywiscie nie-
malejace, ale réwniez wypukle! Innymi stowy, wartosci DP[i|[j] — DP[i][j — 1]
rowniez sg niemalejace. Doswiadczeni zawodnicy powinni w tym momencie wie-
dzieé, co nalezy zrobié. Zamiast utrzymywaé¢ wszystkie wartosci D P[i][j], utrzy-
mujmy jedynie r6znice miedzy nimi oraz warto$¢ DP[i][0]. Zastanéwmy sie, jak
zmieniaja sie owe réznice przy przejéciu do nastepnego prefiksu. Musimy wyko-
naé¢ DPIi][j] = max(min(DP[i —1][j — 1] + b;, DP[i — 1][j] + a;),0). Sprébujmy
rozlozy¢ to przejécie na nieco mniejsze skladowe. Po pierwsze, mozemy kazda
warto$é zwiekszy¢ o a; — wystarczy w tym celu zwiekszyé DPJi][0] o a; oraz nie
zmieniac roznic. Nastepnie, dla kazdego elementu jednocze$nie, musimy wybraé
mniejsza z dwoch mozliwosci — DP'[i][j] = min(DPi]|j], DP[i|[j — 1] +b; — a;).
Warto zauwazy¢, ze skoro réznice byly posortowane, to opisana operacja jest
rownowazna wlozeniu wartosci b; — a; do posortowanego ciaggu réznic. Sprawia
to, ze mozemy do utrzymywania tego ciaggu uzyé¢ gotowych struktur danych
oferowanych przez popularne jezyki programowania.
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Nastepna operacja, ktéra musimy wykonacé, jest zwiekszenie wszystkich ujem-
nych wartosci do zera. Poniewaz nadal wartosci D P[i] sa niemalejace, to jedynie
prefiks warto$ci mogt staé si¢ ujemny, musimy wigc go zwigkszy¢. Zauwazmy,
ze je$li musieliby$my zwickszy¢ do zera wiele pierwszych wartoéci, to réznice
miedzy nimi stana sie zerami. Aby nasze rozwiazanie byto dostatecznie szybkie,
mozemy zamiast trzymaé¢ w strukturze wszystkie zerowe réznice, trzymac jedy-
nie ich liczbe — dzieki temu nie bedziemy musieli sie¢ po nich wszystkich iterowaé
i nasze rozwigzanie bedzie si¢ dobrze amortyzowato — potencjatem bedzie liczba
niezerowych réznic.

Ostatnia rzecza jest ewentualne usuniecie sufiksu wartoéci, ktére przekracza-
ja X. Tutaj musimy oprécz wartosei DP[i)[0] i ciagu rézni¢ pamietaé réwniez
sume réznic. Pozwoli nam to latwo obliczaé¢ ostatni element ciggu, stwierdzaé
czy jest on wiekszy niz X i ewentualnie usuwaé ostatnie wartosci.

Umiemy zatem powigkszaé prefiks o 1 w zlozonosci O(log(n)). Po przejéciu
przez caly ciag wystarczy sprawdzié, czy w strukturze mamy co najmniej k
réznic, czyli czy warto$é D P[n][k] jest osiagalna. Jedli tak, to mogliSmy wybraé
co najmniej k réznych pozycji i ustali¢ na nich b; tak, by suma liczb w zadnym
przedziale nie przekroczyla X. Zauwazmy réwniez, ze z przebiegu algorytmu
mozemy wyciagnaé wszystkie informacje potrzebne nam do odtworzenia wyniku
— mozemy dla kazdej réznicy pamietaé ktorej pozycji ona odpowiada.

Cale rozwiazanie, ze wzgledu na wyszukiwanie binarne oraz uzycie odpo-
wiedniej struktury danych, ma zlozono$é¢ O(n - log(n) - log(n - A)), gdzie A jest
gbérnym ograniczeniem na wartoéci w ciaggach ay,as, ..., a, oraz by, bs, ..., by.
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4C — Ranking sklepéw internetowych

autor zadania: Mateusz Radecki

Tresé

Dana jest permutacja liczb od 1 do n. Przez mediane ciaggu rozumiemy srodko-
wy element ciaggu po posortowaniu, lub jesli ciag ma parzyscie wiele elementéw,
Srednig arytmetyczna dwoch srodkowych elementéw. Wartoscia ciagu okreslamy
jego dlugoséé powickszona o dwukrotnosé jego mediany. Nalezy wyznaczy¢ mak-
symalng wartos¢ przedzialu zadanej permutacji oraz policzy¢ ile przedzialéw
ma wlasnie taka wartosc.

Rozwigzanie

Pierwsza istotna obserwacja jest spostrzezenie, ze maksymalna wartos¢ prze-
dzialu wynosi dokladnie 2n + 1. Zawsze da si¢ uzyskaé¢ co najmniej tyle, gdyz
na przyktad przedzial zawierajacy jedynie liczbe n ma wlaénie taka wartosc.
Czemu nie da sie uzyskaé wiecej, przekonamy sie nieco pdznie;j.

Zalézmy, ze przedzial ma mie¢ dlugo$é¢ d. W takim razie, by mie¢ wspo-
mniana, maksymalng wartos¢, mediana elementéw w nim musi wynosi¢ W.
Innymi stowy, dla przedzialéw dlugosci 1,2, 3,4, ..., mediana musi wynosi¢ do-
ktadnie n,n—l—l—%,n— 1,n—2—|—%,....

Zastandéwmy sie co doktadnie to oznacza. Jesli przedzial ma mieé nieparzysta
dhigo$éé postaci 2k — 1, to musi on zawieraé¢ k najwiekszych elementéw, a reszta
elementow nie ma zadnego znaczenia. Latwo tez zauwazy¢, ze w przypadku
takich przedzialéw mediana nie moze byé¢ wigksza.

Jedli zas przedzial ma mieé parzysta dlugo$é¢ 2k, to musi on zawieraé k + 1
najwiekszych wartosci, a pozostale z nich nie maja znaczenia. Tutaj réwniez
nietrudno sie przekonaé, ze mediana nie moze by¢ wieksza.

Dla kazdej dhugoéci przedzialu wiemy zatem ile najwiekszych wartosci prze-
dzial ten musi zawieraé, by osiaga¢ maksymalna mozliwa wartos¢. Mozemy wiec
dla owego sufiksu wartosci znalez¢ skrajnie lewa i skrajnie prawa, poniewaz tylko
one sa interesujace. Pozwoli to nam, w czasie stalym, wyznaczy¢ liczbe prze-
dziatéw mieszczacych sie w caltym ciagu, ktore dodatkowo zawieraja wszystkie
wymagane elementy.

Calkowita zlozono$é algorytmu wynosi zatem O(n).

17



4B — Skrzyzowania

autorzy zadania: Bartosz Kostka i Mateusz Radecki

Tresé

Dana jest prostokatna plansza n x m placow, gdzie kazda kolumna placéw oraz
kazdy rzad placow sa oddzielone ulica. Dla kazdej czworki placéw tworzacych
kwadrat 2 x 2 znamy cykl $wiatet dla pieszych — dany jest ciag znakéw mowiacy
dla kazdej sekundy czy w danym momencie na zielono Swieca sie $§wiatta prze-
cinajace pozioma czy pionowg ulice. Wszystkie cykle sa do$¢ malej diugosci.
Mamy dane duzo zapytan o pieszego wyruszajacego z jakiego$ placu w jakimg$
momencie czasu oraz informacje o jego docelowym placu. Dla kazdego zapytania
nalezy powiedzie¢, kiedy najwczes$niej pieszy moze dotrzeé¢ do swojego celu.

Rozwigzanie

Oczywiscie mozemy zinterpretowaé place jako wierzcholtki grafu i przejécia dla
pieszych jako krawedzie miedzy nimi. Dla ustalonego momentu w czasie zasta-
néwmy sie, ktore place sa z ktorych osiggalne. Rozwazmy zbiér placow osiagal-
ny z pewnego ustalone placu. Spdjrzmy w szczegdlnosci na jakies cztery place
uktadajace sie w kwadrat 2 x 2. Z doktadno$cig co do obrotéw, osiagalne place
(zaznaczone ciemniejszym kolorem) w tym kwadracie moga w teorii wygladaé
na jeden z nastepujacych sposobdw:

Pierwszy, trzeci i szosty uktad od lewej sa w porzadku i moga wystapi¢ na
planszy, jednak dla drugiego, czwartego i piatego uktadu nie istnieje stan $wiatel
na $rodku rysunku, ktéry prowadzitby do wtasdnie takiej kombinacji osiagalnych
placéw. Z tego mozemy zatem wywnioskowaé, ze kazda spojna sktadowa w grafie
jest prostokatem, ktorego albo zaréwno gérny bok siega do samej gory planszy,
a dolny bok do dotu planszy, albo lewy i prawy bok siegaja az do odpowiednio
lewego i prawego boku planszy.
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Moze zdarzy¢ sie tak, ze wszystkie S§wiatta przecinajace jakas ulice $wieca sie
w danym momencie na czerwono. Wtedy w zaden spos6b nie mozna przedostaé
sie z jej jedna strone na druga. Takie zjawisko, ktére jest jedynym sposobem na
oddzielenie od siebie dwoch spojnych sktadowych grafu, bedziemy okredlaé jako
bariere.

Oczywiscie w zadnym momencie nie moze istnie¢ zaréwno pionowa i pozioma
bariera. Korzystajac z tego faktu mozemy wnioskowaé dalej, ze majac przejéé z
placu (z1,y1) do placu (z2, y2), kompletnie niezaleznymi problemami jest poko-
naé te trase w pionie oraz w poziomie. Wynika to z tego, ze jesli w momencie
startu istnieje jakakolwiek bariera oddzielajaca pole startowe od pola koncowe-
go, to na pewno nie istnieje na planszy zadna bariera o przeciwnej orientacji,
zatem mozemy momentalnie zrownaé¢ odpowiednia wspolrzedna pieszego z ta
wspélrzedna pola koncowego. Od tej pory bedziemy rozwiazywaé problem nie-
zaleznie dla poziomych oraz pionowych barier. Dodatkowo, mozemy dla kazdego
wymiaru rozwazy¢ dwa przypadki, zaleznie od tego czy pieszy chce przemiescié¢
sie w strone rosnacych czy malejacych wspoélrzednych. Dla ustalenia uwagi za-
16zmy, ze chce on przemiesci¢ sie w strone wierszy o wiekszych numerach, tzn.
chce przejs¢ z wiersza £ do wiersza r, gdzie zachodzi ¢ < r.

Zauwazmy teraz, ze poniewaz dhugos$ci wszystkich cykli nie przekraczaja 8
(oznaczmy te stala jako ¢), to cykl tego jak wyglada cala plansza nie przekracza
najmniejszej wspolnej wielokrotnosci liczb od 2 do ¢, ktéra to jest réwna 840.
Oznaczmy te staly przez k.

Chcielibysmy zatem dla kazdej poziomej ulicy obliczy¢ maske bitowa roz-
miaru k, ktora mowi w jakich momentach w czasie jest ona bariera. Nie warto
ryzykowaé zrobieniem tego za wolno, wiec zastanowmy sie jak szybko mozemy
to osiagnaé. Po pierwsze, dla ustalonej ulicy i dla kazdej liczby ¢ od 2 do c,
chcielibySmy obliczyé¢ w jakich momentach (modulo i) wszystkie skrzyzowania
na tej ulicy o dtugosci cyklu ¢ nie pozwalaja przez nia przejsé. Poniewaz wszyst-
kie skrzyzowania na tej ulicy musza nie pozwala¢ przez nig przej$é, to interesuje
nas bitowy AND wszystkich masek dla tych skrzyzowan. Latwo obliczy¢ go li-
niowo wzgledem ich liczby. Nastepnie, majac maski dla kazdej dtugosci ¢ od 2
do ¢, mozemy przeiterowaé sie po reszcie z dzielenia momentu w czasie przez
k i dla kazdego z nich, w zlozonosci O(c) sprawdzié, czy rzeczywiscie bariera
wtedy istnieje. Sprawi to, ze w sumarycznej zlozonosci O(nm + (n + m)ck),
dowiemy si¢ w ktérych momentach w czasie ktora bariera istnieje. Jesli zale-
zy nam na jeszcze wiekszym przyspieszeniu, mozemy skorzysta¢ z preproces-
singu w zlozonosci O(2°k), ktéry pozwoli nam policzyé to samo w zlozonosci
O(2°k + nm + (n + m)cG—’i), jednak nie jest to kluczowe przyspieszenie i nie
po$wiecimy mu szczegdlnej uwagi.
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Zastandwmy sie zatem, w jaki sposéb brutalnie mogliby$Smy probowaé przejsé
z placu w wierszu ¢ do placu w wierszu r, znajac startowy czas t. OczywiScie
musimy poczeka¢ w wierszu £ tak dlugo, az bariera oddzielajaca wiersz £ od
wiersza ¢+ 1 zniknie. Wtedy oplaca si¢ nam zachtannie przej$¢ do wiersza £+ 1
i kontynuowaé¢ trase. Wyobrazmy sobie zatem prostokatna plansze rozmiaru
(n + 1) x k. Dla kazdego pola (4, ;) (gdzie 0 < i < n oraz 0 < j < k) wiemy,
czy musimy przej$é z niego do pola (4, (j + 1) mod k), czy do pola (i + 1, 7).
Mozemy zatem wyobrazié¢ sobie, ze z kazdego pola (poza tymi w ostatnim w
rzedzie) wychodzi jedna krawedZ skierowana, o wadze 1 lub 0, zaleznie od tego,
czy owa krawedz oznacza poczekanie w tym samym rzedzie, czy ruszenie sie o
jeden rzad do przodu.

Dodatkowo, dla kazdej bariery musi istnie¢ moment, gdy ona nie istnieje,
poniewaz zgodnie z treécia zadania kazde $wiatto kiedy$ zmienia swodj stan.
Mozemy zatem wywnioskowac, ze jesli potraktujemy opisane pola jako graf, to
jest on ukorzenionym lasem, gdzie pola w ostatnim rzedzie sa korzeniami.

Dla kazdego zapytania (¢,r,t) interesuje nas odleglo$¢ miedzy polem
(¢,t mod k), a najblizszym mu polem w rzedzie r. Zamiast i$¢ od pola starto-
wego do koncowego rzedu, mozemy uzy¢ algorytmu DFS na kazdym z korzeni.
Owe przeszukiwanie w glab powinno pamieta¢ aktualny wierzcholek oraz jego
odlegto$¢ do korzenia. Dodatkowo, przyda sie¢ nam globalna tablica rozmiaru
n+ 1, nazwijmy ja WHEN|i]. Za kazdym razem, gdy w przeszukiwaniu w glab
bedziemy przechodzié¢ z rzedu i do rzedu i — 1, zapiszemy w polu WHEN]i]
odlegto$¢ od pola, z ktérego wlasnie wyszliSmy, do korzenia. Jesli dla kazdego
pola stworzymy liste zapytan, ktore zaczynaja wlasnie w tym polu, to odwie-
dzajac je w trakcie algorytmu DFS bedziemy znali zaréwno odlegtosé od tego
pola do korzenia, jak i odleglo$¢ od odpowiedniego pola w docelowym rzedzie
do korzenia. Czas, jakiego pieszy potrzebuje na pokonanie trasy, jest oczywiscie
rowny réznicy tych dwoch wartosci.

Ze wszystkimi zebranymi obserwacjami i pomystami, jesteSmy w stanie roz-

wiaza¢ zadanie w zlozono$ci O(2°k + nm + (n+m)cgs + (n+m)k + q).
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4A — Areny

autorzy zadania: Mateusz Radecki i Marek Sokotowski

Tresé

Dany jest graf skierowany o n wierzchotkach, w ktérym z kazdego wierzchotka
wychodzi przynajmniej jedna krawedz. Musimy rozwiaza¢ nastepujace zadanie
dla kazdej liczby k z przedziatu [1,n):

Zalézmy, ze kazdy wierzcholek jest biaty lub czarny. W jednym ruchu moze-
my kliknaé¢ dowolny czarny wierzcholek o indeksie nieprzekraczajacym k, a loso-
wy wierzchotek, do ktérego prowadzi krawedz z kliknigtego wierzchotka, staje sig
czarny (niezaleznie od tego jakiego koloru byl). Méwimy, ze para wierzchotkéw
(v,u) (gdzie v # wu) jest dobra, jesli zaczynajac ze stanem, w ktérym wszyst-
kie wierzchotki poza v sg biate, a wierzcholek v jest czarny, jesteSmy w stanie
wymusié¢, by w skoniczonej liczbie krokéw kliknaé¢ wierzchotek u. Zadaniem jest
policzy¢ dobre pary wierzchotkdw.

Rozwigzanie

Po pierwsze sprébujmy lepiej zrozumieé losowy proces opisany w tresci zada-
nia. Skoro musimy wymusi¢, by co$ stalo si¢ w skoniczonym czasie, to mozemy
zalozyé, ze wszystko co w opisanym procesie jest losowe, jak tak naprawde dla
nas zlosliwe i dzieje sie tak, jakby$my tego nie chcieli. Mozemy wiec o opisa-
nym procesie mysleé tak, jakby istnial drugi gracz, ktéry (dla ustalonej pary
wierzchotkéw (v,u)) dziata tak, bySmy na pewno nie byli w stanie doj$¢ do
wierzchotka u (o ile to dla niego mozliwe).

Na poczatek sprobujmy obliczyé wynik dla k = n, czyli zalézmy, ze mozemy
klika¢ we wszystkie wierzchotki. Sprébujmy policzy¢, dla ustalonego wierzchotka
u, ile istnieje wierzcholkéw v, ze para (v,u) jest dobra. Jedli z kazdego wierz-
chotka wychodzi przynajmniej jedna krawedz, ktéra nie prowadzi do u, to drugi
gracz moze przy kazdym kliknigciu jakiegokolwiek wierzchotka zamalowywadé
na czarno wierzcholek rézny od u. Oznaczaloby to, ze nie istniejg takie dobre
pary aren. Jesli za$ istnieje wierzcholek (nazwijmy go w), z ktérego wszystkie
krawedzie prowadza do u, to jedli on bylby czarny, to klikajac w w, na pew-
no zamalujemy na czarno wierzcholek u, w ktéry nastepnie bedziemy w stanie
klikngé.
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Jesli znajdziemy taki wierzchotek w, to zmienia si¢ jeszcze jedna rzecz: teraz,
gdy istnieje wierzcholek z, z ktérego wszystkie krawedzie prowadza do u lub do
w, to jedli jest on czarny, to réwniez na pewno bedziemy w stanie klikna¢ w u.
Gdyby drugi gracz zamalowal na czarno wierzcholek u, to oczywiscie mozemy
go kliknaé. Jedli za$ zamaluje wierzcholek w, to wiemy, ze jesteSmy w stanie
wymusi¢ klikniecie u. Sprawia to, ze para (z,u) réwniez jest dobra. Proces ten
mozemy kontynuowac¢. Powiedzmy, ze wierzcholek x jest dobry, gdy x = u lub
para (x,u) jest dobra. Zawsze, gdy istnieje wierzchotek y, z ktérego krawedzie
prowadzg do dobrych wierzchotkéw, to oznacza to, ze on réwniez jest dobry.
Jedli za$ nie istnieje taki wierzcholek, to nalezy zakonczy¢ proces.

Umiemy zatem w czasie wielomianowym znalez¢ wszystkie dobre pary wierz-
chotkéw. Musimy jednak zatroszczyé sie, by caly proces przebiegal szybko.
Wprowadzmy pojecie ,grupy” wierzchotkéw oraz ,czola” grupy. Niech grupa
wierzcholtkéw bedzie podzbiér wierzchotkéow wraz ze wszystkimi krawedziami,
ktére z nich wychodza. Kazda grupa powinna posiadaé jeden wierzchotek, kté-
ry nazywamy czolem. Wszystkie krawedzie z wierzcholtkéw réznych od czota
muszg prowadzi¢ do wierzchotkéw, ktére naleza do grupy. Krawedzie z czota
moga prowadzi¢ zaréwno poza grupe, jak i do niej. Dodatkowo, nie moze istnieé¢
cykl skladajacy sie jedynie z wierzchotkow nalezacych do grupy i niebedacych
jej czotem. Przyktadowa grupa, z czotem zaznaczonym litera ¢, moze wygladac
nastepujaco:

Ustalmy wiec, na poczatku dzialania algorytmu, ze kazdy wierzcholek jest
niezalezna grupa. Naszym zadaniem bedzie wykrywaé sytuacje, gdy wszystkie
krawedzie z pewnej grupy « (a dokladniej z jej czola) trafiaja do tej samej grupy
y (oraz x # y).

W tym celu, mozemy dla kazdego wierzcholtka v, wylosowaé pewng war-
tos¢ rand[v]. Dla kazdego wierzcholka v, bedziemy réwniez pamietaé¢ warto$é
hash[v], bedaca suma po wartosciach rand[head[u]] po wszystkich krawedziach
v — u. Warto$é head[v] oznacza czolo grupy, do ktérej aktualnie nalezy v. Zna-
jac dowolng krawedz wychodzaca z v tatwo jest sprawdzié, czy grupe, w ktorej
czolem jest v, nalezy podlaczy¢ do innej grupy. Jedli ta krawedZz wychodzi do
wierzchotka u, to laczyé grupy musimy gdy hash[v] = deg(v) - rand[head|u]]
oraz head[u] # v, gdzie deg(v) jest liczba krawedzi, ktére wychodza z v.
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Pytanie, ktére musimy sobie zadaé, to jak sprytnie taczyé grupy, aby skon-
czy¢ z dobra zlozonoscia czasowa. Odpowiedz jest dos$é prosta: mozemy prze-
pisywaé¢ mniejszg grupe do wiekszej! Za kazdym razem, gdy musimy polaczyé
dwie grupy, iterujemy sie po wszystkich wierzchotkach, nalezacych do mniejszej
z nich oraz po wszystkich krawedziach, ktére do nich wchodza. Dzigki temu
mozemy tatwo aktualizowaé wszystkie wspomniane wartoéci i wykrywaé kiedy
nalezy potaczy¢ jakie$ grupy. Zlozonosé czasowa bedzie taka, jak zawsze gdy
korzystamy z przepisywania mniejszej grupy do wiekszej — O(m - log(n)) (gdzie
m jest liczba krawedzi w grafie). Podczas implementowania, warto rozwazy¢ nie-
reprezentowania swojej grupy przez jej glowe, co moze ulatwié¢ przepisywanie.
Koniecznie jednak musimy pamietaé, ktory wierzchotek jest czotem grupy.

W momencie, w ktérym nie musimy juz taczyé zadnych grup, warto zastano-
wic sie, jak jakas$ grupa moze wyglada¢. Nie moze by¢ dobrych par wierzchotkéw,
w ktérych oba wierzchotki naleza do réznych grup, wiec mozemy traktowaé je
kompletnie niezaleznie. Ustalmy zatem jedna, konkretna grupe, i nie przejmuj-
my sie innymi.

Na razie zapomnijmy o krawedziach wychodzacych z czota. Wiemy, ze kazda
Sciezka z kazdego wierzchotka w grupie prowadzi w koncu do czota. Dla kazdego
z nich ustalimy pierwszy taki wierzcholek, przez ktory na pewno prowadzi kazda
$ciezka wychodzaca z niego (i nazwiemy go next[v]). Zauwazmy, ze jest to jeden
konkretny wierzcholek, poniewaz jesli startujac z wierzchotka v na pewno przej-
dziemy przez wierzchotek u oraz na pewno przejdziemy przez wierzchotek w, to
albo startujac z u przejdziemy przez w, albo startujac z w przejdziemy przez wu,
ale nie moga zachodzi¢ oba. Dzieje sie tak, poniewaz grupa jest acykliczna. Z te-
go samego wzgledu istnieje dla niej porzadek topologiczny. ZnajdZzmy go zatem
(lub zapamietajmy go podczas laczenia grup). Rozwazajmy wierzcholki w grupie
(poza czolem) w kolejnosci narzuconej przez porzadek topologiczny, zaczynajac
od tych najblizej czota. Powiedzmy, Zze rozwazamy teraz wierzcholek v. Prosto
przekonaé sie, ze graf wyznaczany przez wartosci next[u] dla juz rozwazonych
wierzchotkéw u, jest skierowanym drzewem ukorzenionym w czole grupy. Nieco
trudniej przekonaé sig, ze wartosécia next[v] bedzie najnizszy wspélny przodek
wszystkich wierzchotkéw w, dla ktérych istnieja krawedzie v — u, we wczedniej
wspomnianym drzewie. Bardziej do$wiadczonych zawodnikéw do uswiadomie-
nia sobie tego moze przekonac fakt, ze podzadanie, ktére wlasnie rozwiazujemy,
to szukanie dominatoréw w grafie skierowanym. Powinnismy zatem, w trakcie
budowania drzewa, dla kazdego dodawanego do niego wierzchotka, oblicza¢ dla
niego jump pointery, ktére pozwola efektywnie znajdowaé najnizszego wspoélne-
go przodka.
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Musimy rozwazy¢ teraz dwa przypadki: albo z czota grupy prowadzi jakakol-
wiek krawedZ poza nia, albo wszystkie krawedzie wychodzace z niego prowadza
z powrotem do niej. W tym pierwszym para wierzchotkéw (v,u) jest dobra
wtedy i tylko wtedy, gdy u jest przodkiem v w drzewie wyznaczanym przez
wartosci next. W tym drugim wiemy, ze po wyjsciu z czola na pewno wréci-
my do tej samej grupy, wiec by¢ moze istnieja tez dobre pary wierzchotkéw,
w ktérych czolo jest pierwszym wierzchotkiem. Pierwszy wierzcholek, ktory na
pewno napotkamy wychodzac z czola, to znowu LCA wszystkich wierzchotkow,
do ktérych prowadzg krawedzie wychodzace z czota. Jesli zatem ustawimy taka
warto$¢ next|c], gdzie c¢ jest czolem, to skierowane drzewo zamieni sie w skiero-
wang meduze. Dla niej rowniez dos$¢ prosto jest obliczy¢ liczbe par wierzchotkéw
takich, ze z pierwszego istnieje Sciezka do drugiego.

Umiemy zatem w ztozonosci O(m - log(n)) obliczy¢ wynik dla k = n, ale nie
jest to jednak koniec zadania. Spdjrzmy na jaki$ wierzcholek v i na jego wartoscé
next[v]. To, co chcieliby$my zrobié, to znalezé¢ wierzcholek o najwigkszym in-
deksie, ktory lezy na jakiejkolwiek Sciezce z v do next[v] (wliczajac w to v oraz
next[v]). W tym celu mozemy zmodyfikowaé dziatanie wezesniej wspomnianych
jump pointeréw. Skoro chcemy, by kazda krawedz miala wage, to owe jump po-
intery zamiast trzymac¢ jedynie informacje ,,w jakim wierzchotku wyladujemy
skaczac o 2P w gore”, trzymaé tez informacje ,jakie jest maksimum z wag na
krawedziach, ktére miniemy skaczac w ten sposéb”. W ten sposéb w przypadku,
gdy grupa jest drzewem, dla kazdej dobrej pary aren (v, u), zacznie ona liczy¢ sie
do wyniku, gdy k£ bedzie co najmniej takie, jak maksymalna wartos¢ na $ciezce
miedzy nimi. Jest tak, poniewaz drugi gracz moze wybraé¢ owy wierzcholek o
maksymalnym indeksie i prowadzi¢ nas jedynie do niego, a jesli k jest mniejsze
niz indeks tego wierzchotka, to nie bedziemy mogli w niego kliknaé.

Jedli zas grupa jest meduza, to chcialoby sie powiedzie¢ co$ bardzo podobne-
go. Dokladniej, ze dla dobrej pary wierzchotkéw (v, u) zacznie sie ona liczyé do
wyniku od chwili réwnej maksymalnej wadze krawedzi na $ciezce od v do u w
meduzie. Niestety, pojawia sie pewien problem. Spéjrzmy na ponizszy przyktad:
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W zaleznosci od tego, czy czotem zostanie wierzchotek 2, 3 czy 4, mozemy
w trakcie obliczania meduzy otrzymaé rézne drzewa (i péZniej meduzy) wyzna-
czane przez wartosci next:

Jak tatwo zauwazy¢, srodkowa meduza jest niepoprawna i opisana wyzej
metoda liczenia nie zwréci poprawnego wyniku. Dzieje sie¢ tak, poniewaz dla
wierzchotka nielezacego na cyklu nie musimy dokladnie wiedzieé¢, na ktéry wierz-
chotek na cyklu musimy natrafi¢ najpierw. Innymi slowy, musimy natrafi¢ na
kazdy wierzcholek na cyklu, ale nie musimy mie¢ pewnosci co do tego, na ktory
natrafimy jako pierwszy. Co jesli natrafimy na zta meduze i jak w ogdle to wy-
kry¢? Po pierwsze zauwazmy, ze sam cykl nigdy sie nie zmieni — zawsze kolejnosé
wierzchotkéw oraz wagi krawedzi na nim pozostana takie same — dla kazdego
wierzchotka na cyklu wiemy, jaki inny wierzchotek z cyklu musimy napotkaé
jako pierwszy. By¢ moze wiec jesteSmy w stanie ustanowi¢ inny wierzcholek le-
zacy na cyklu czotem i przeliczy¢ cala meduze od nowa? Okazuje sie, ze tak!
Poprawnym czotem musi by¢ wierzchotek lezacy na cyklu, z ktorego wychodzi
krawedZ o maksymalnej wadze (sposréd krawedzi lezacych na cyklu w dowolnie
policzonej meduzie).

Dlaczego tak jest? Wybierzmy jakikolwiek wierzcholek nalezacy do meduzy,
ktéry nie lezy na cyklu, ale krawedz bezposrednio z niego wchodzi w wierzcho-
tek lezacy na cyklu. Nazwijmy go v. Nazwijmy tez kolejne wierzchotki lezace na

cyklu ¢y, ca,...,cq, gdzie cq jest czolem. Oznaczmy tez wage krawedzi prowa-
dzacej z ¢; do ¢;41 (lub z ¢4 do ¢;) jako w;. Powiedzmy, ze znamy rosnacy ciag
indeksow j1, ja, . . ., Jp taki, ze wierzcholki c;,, ¢y, , ..., c;, moga by¢ pierwszymi

wierzchotkami lezacymi na cyklu, ktére napotkamy po wyjsciu z v. Dodatkowo
powiedzmy, ze maksymalnym indeksem wierzchotka, ktéry musimy minaé, aby
dojé¢ do cyklu (czyli zalicza sie do tego réwniez v oraz kazdy z wierzchotkéw
Cj1sClyy---5Cj,), jest q. Jedli czolem ustanowili$my wlasnie wierzcholek cq4, to
waga krawedzi, ktéra w meduzie prowadzi z v do c;,, jest wigksza z dwéch war-
todci: ¢ oraz maksimum z wag wj, , wj, +1,--.,w;,—2,wj,—1. Okazuje sig, ze to
dobrze! Aby doj$¢ do wierzchotka c;, mozemy by¢ zmuszeni przejs¢ przez wierz-
chotek o wlasnie takim indeksie, za to nie mozemy by¢ zmuszeni przejs¢ przez
nic innego. Aby dojé¢ do ¢;, dla i # p, mozemy po pierwsze by¢ zmuszeni przej$é
przez wierzcholek ¢, ale réwniez by przejsé przez krawedZ o wadze wy (poniewaz
mozemy by¢ zmuszeni wej$¢ na cykl w wierzchotku c¢;, ). Jako, ze waga wq jest
najwieksza ze wszystkich, to uwzglednione wartosci sa poprawne.
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Zastanowienie sie czemu uwzglednione maksimum bedzie poprawne dla wierz-
chotkéw nienalezacych do ¢, , ¢y, . . ., ¢;, oraz dokoficzenie dowodu pozostawia-
my jako ¢wiczenie dla czytelnika.

Zostajemy zatem z nastepujacym zadaniem: majac dane skierowane drzewo
z wagami na krawedziach lub skierowang meduze z wagami na krawedziach,
nalezy dla kazdej liczby powiedzieéd, ile jest par wierzchotkéw takich, ze maksi-
mum na $ciezce miedzy tymi wierzchotkami jest réwne wlasnie tej liczbie. Sumy
prefiksowe, uzyte na wspomnianym ciagu, beda ostatecznym wynikiem w za-
daniu. Mozemy oczywiscie latwo sprowadzi¢ przypadek drzewa do przypadku
meduzy, poprzez dodanie cyklu dlugosci 1 w korzeniu drzewa. To zadanie jest
dos¢ standardowym ¢éwiczeniem na prace z drzewami oraz meduzami i da si¢ je
rozwigzaé na wiele sposobéw, jednak przedstawimy jedno z podej$é przyjetych
przez autoréw zadania.

Meduze mozemy potraktowac jako cykliczny ciag ukorzenionych drzew, gdzie
kazdy korzen ma wychodzaca skierowang krawedz do korzenia nastepnego drze-
wa. Zacznijmy od policzenia wyniku dla par wierzcholkéw nalezacych do tego
samego drzewa. Narzucajaca sie technika jest uzycie dekompozycji centroido-
wej. Znajdzmy centroid drzewa i policzmy maksimum na wszystkich Sciezkach
przechodzacych przez niego. Oczywiscie wszystkie Sciezki, ktére uwzglednimy,
musza prowadzi¢ od jakiego$ wierzchotka do jego przodka — w konicu drzewo jest
ukorzenione. Majac w reku centroid, mozemy policzy¢ maksima na Sciezkach od
niego do kazdego z jego potomkéw (bedacych w tym samym wywolaniu reku-
rencyjnym dekompozycji centroidowej) oraz maksima na $ciezkach od niego do
kazdego z jego przodkéw (réwniez zawartych w tym samym wywolaniu rekuren-
cyjnym). Majac dwie listy liczb, chcemy policzy¢ dla kazdej wartosci, dla ilu réz-
nych par wystepuje ona jako mazx(liczba z pierwszej listy, liczba z drugiej listy).
Latwo to zrobié¢ sortujac obie listy oraz uzywajac gasieniczki.

Nastepnie, dla kazdego drzewa, policzmy liste maksimow na $ciezkach od ko-
rzenia tego drzewa do kazdego wierzchotka w nim. Mozemy teraz uzy¢ techniki
dziel i zwyciezaj na ciagu drzew. Znajac przedzial drzew, chcemy podzieli¢ go
na pél i rekurencyjnie policzy¢ wyniki w obu z nich. Brakujacym sktadnikiem
jest to, by majac dane roztaczne przedzialy [a1,b1] oraz [ag, ba], policzyé wyniki
dla $ciezek zaczynajacych sie w drzewach z przedzialu [aq, b1], a konczacych w
przedziale [ag,bs], oraz policzyé wyniki dla Sciezek zaczynajacych sie w drze-
wach z przedziatu [ag, b2], a konczacych w przedziale [aq,b;]. Oba podproblemy
réwniez mozemy latwo rozwiazaé¢ uzywajac odpowiednich gasieniczek, jednak
pozwolimy sobie pominaé doktadne szczegoély techniczne.

Opisanej procedury uzywamy oczywiscie na kazdej grupie w calym grafie.
Uzywajac technik opisanych wyzej, otrzymamy finalng ztozonosé O(m-log?(n)),
ktora nie powinna mie¢ problemoéw z uzyskaniem kompletu punktow. Starannie
unikajac w niej sortowania, lub wybierajac nieco inne sposoby radzenia sobie
z opisanym podzadaniem na meduzie, mozemy skonczy¢ réwniez z algorytmem
dzialajacym w zlozonosci O(m - log(n)).
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5C — Butelki

autor zadania: Mateusz Radecki

Tresé

Dane sa pojemnosci trzech butelek oraz objetosci ptynéw znajdujacych sie w
nich na starcie. W jednym ruchu mozemy wybraé¢ dwie butelki i przelewaé plyn
z pierwszej do drugiej tak dtugo, az w pierwszej skonczy sie ptyn, lub w drugiej
skonczy sie miejsce, ktérekolwiek pierwsze sig stanie. Dla kazdej objetosci nalezy
stwierdzi¢, po jakiej minimalnej liczbie przelan mozemy mie¢ butelke, w ktérej
znajduje sie doktadnie tyle ptynu.

Rozwigzanie

Oznaczmy pojemnosci butelek przez A, B i C, gdzie A < B < C. Zauwazmy,
ze sumaryczna objetos¢ ptynu we wszystkich trzech butelkach jest stata. Zasta-
néwmy sig, co mozemy wywnioskowaé z faktu, ze wykonalismy chociaz jedno
przelanie. Oznacza to, ze przynajmniej jedna z butelek jest pelna lub pusta.
Mamy zatem 6 mozliwych przypadkéw. Zauwazmy, ze w kazdym z nich, zna-
my dokladna sumaryczng objetos¢ w pltynu w pozostatych dwoéch butelkach.
Powiedzmy, ze pojemnosci tych butelek to X oraz Y, a sumaryczna objetosé
plynu w nich to s. Ile istnieje sposobéw na rozmieszczenie tylu litrow plynu w
obu butelkach z zalozeniem, ze liczba litréw w kazdej butelce musi by¢ liczba
calkowita? Dokladny wzér moégiby nieco odstraszaé, jednak waznym jest, ze
jest to co najwyzej X + 1. Oznacza to, ze mozliwych kombinacji méwiacych ile
litréw plynu jest w danym momencie w kazdej butelce, jest co najwyzej linio-
wo wiele! Mozemy zatem uzyé algorytmu BFS, gdzie stanem jest liczba litrow
plynu w kazdej butelce. Nie musimy si¢ martwi¢ o odpowiednia reprezentacje
stanu, czyli opisywanie go poprzez moéwienie ktora butelka jest pusta lub pet-
na i tym podobne. Wiedzac to, co wczesniej wykazaliSémy wiemy, ze algorytm
BF'S odwiedzi co najwyzej liniowo wiele réznych stanéw. Uzywajac odpowied-
niej struktury danych (na przyklad haszmapy), mozemy spamietywaé¢ w ktérych
stanach juz byliSmy i wykona¢ poprawne przeszukiwanie grafu wszerz. Znajac
liczbe ruchéw potrzebnych na dojscie do kazdego osiagalnego stanu, znamy réw-
niez liczbe ruchéw potrzebnych do otrzymania butelki z konkretng liczba litréw
plynu w srodku.

Zaleznie od wybranej struktury danych nasz algorytm BFS moze dziata¢ w
ztozonosci O(C -log(C)) lub nawet O(C).
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5C — Drzewo czerwono-czarne

autor zadania: Mateusz Radecki

Tresé

Dane jest drzewo, ktérego wierzchotki pomalowane sg na dwa kolory — czerwony
i czarny. Dodatkowo, dla kazdego wierzcholka wiemy, jakiego koloru ma on by¢
finalnie. W jednym ruchu mozemy wybra¢ dwa wierzcholki polaczone krawedzia,
i przemalowa¢ dowolny z nich na kolor drugiego. Nalezy stwierdzi¢, czy wyko-
nujac dowolny (by¢ moze pusty) ciag ruchéw, jesteSmy w stanie doprowadzié
drzewo do docelowego stanu.

Rozwigzanie
Zacznijmy od rozpatrzenia najprostszych przypadkow.

e Jesli poczatkowy i finalny stan drzewa sg identyczne, to odpowiedZ oczy-
widcie jest twierdzaca — nie musimy nic robié.

e Jesli poczatkowy stan zawiera tylko wierzcholki jednego koloru, to ponie-
waz finalny nie jest identyczny, to wymaga pojawienia sie innego koloru,
czego nie mozemy zrobi¢ — odpowiedz jest zatem przeczaca.

e Jesli w finalnym stanie kazda para sasiadujacych wierzchotkéw jest réznych
koloréw, to odpowiedz jest przeczaca — nie jesteSmy w stanie wskaza¢ pary
wierzchotkéw, na ktorej moglismy wykonaé ostatni ruch, poniewaz taka
para wierzchotkéw musi by¢ tego samego koloru.

e Jesli drzewo zawiera wierzchotek o stopniu co najmniej 3, to odpowiedz
jest twierdzaca.

Dowdéd ostatniego przypadku jest nieco skomplikowany. Powiedzmy, ze wierz-
chotek o stopniu co najmniej 3 to ¢, a trojka jakich$ jego sasiadéw to v, u
i w. Niech pierwsza czynnoscia, ktéra wykonamy, bedzie sprawienie, zeby nie
wszystkie z wierzchotkéw v, u, w mialy ten sam kolor. Jest to bardzo tatwo do
osiggniecia. Jesli na poczatku wszystkie maja ten sam kolor, to ,przyciagamy”
drugi kolor z dowolnego innego wierzchotka do najblizszego mu z tych trzech
wierzchotkow.
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Jesli gdzies w drzewie istnieje para wierzcholkéw (z,y) polaczonych kra-
wedzig taka, ze oba te wierzcholki maja finalnie byé¢ tego samego koloru, oraz
x £ tiy #t, to zaldézmy bez straty ogdlnosci, ze wierzchotkiem blizszym do
t jest wierzcholek z, a Sciezka z ¢ do x przechodzi przez v. Oznaczmy te Sciez-
ke przez c1,ca,...,cq, gdzie ¢; = t, co = v i ¢g = x. Oznaczmy poczatkowy
kolor wierzchotka 4 przez s;, a docelowy kolor wierzchotka ¢ przez k;. Zamiast
uzyska¢ zadany uktad, uzyskamy ukiad w ktérym wierzchotek ¢; malujemy na
kolor k.,_, dla kazdego ¢ z przedziatu [2,d]. Sprawi to, ze wsréd wierzchotkéw
{t,v,u,w} beda istnie¢ dwa wierzcholki polaczone krawedzia, ktére powinny
finalnie mie¢ ten sam kolor. Zauwazmy, ze jesli nie jestedmy w stanie znalezé
takiej pary wierzcholkéw (z,y), to znaczy, ze juz na poczatku wéréd wierzchol-
kéw {t,v,u,w} istnieja dwa polaczone krawedzig wierzcholki wymagajace tego
samego koloru i mozemy ominaé caly ten etap. Jak na koniec, z osiagnietego
uktadu, uzyskaé¢ docelowy uktad? Wystarczy kolejno, dla kazdego ¢ od 2 do d—1,
przemalowaé wierzchotek c¢; na kolor wierzchotka c¢;41, a na koniec przemalowaé
x na kolor wierzchotka y. Latwo zauwazy¢, ze da nam to docelowe rozwigza-
nie. Mozemy zatem od tego momentu zakladaé, ze finalnie wierzcholek ¢ oraz
wierzcholek v majg mie¢ ten sam kolor.

Mozemy rozwiazaé aktualne zadanie malujac odpowiednim kolorem kolejne
liScie drzewa i zapominajac o nich, az zostang w nim jedynie wierzchotki ¢, v,
u 1 w. Zauwazmy, ze tatwo jest ,przeciagnac¢” kolor z wierzchotkéw ¢, v, u i w
do dowolnego innego wierzchotka nie tracac faktu, ze wsréd tych wierzchotkéw
znajduja sie oba kolory.

Na koniec musimy doprowadzi¢ do sytuacji, w ktérej kazdy z wierzchotkéw
t, v, u i w ma odpowiedni kolor, przy czym wiemy, ze wierzchotki ¢ oraz v musza
mie¢ ten sam kolor. Tutaj réwniez tatwo jest si¢ przekonaé, ze zawsze da sie to
zrobié, zostawiamy to wiec jako éwiczenie dla czytelnika.

Powyzsze konczy przypadek, gdy w drzewie istnieje wierzcholek o stopniu
co najmniej 3. Co jedli tak nie jest? Oznacza to, ze drzewo jest Sciezka. Patrzac
na Sciezke jesteSmy w stanie podzieli¢ ja na spdjne przedzialy koloru czerwo-
nego oraz czarnego. Taki cigg koloréw ma jaka$ dtugo$¢ oraz kolor od ktorego
sie zaczyna. Oczywiscie oba kolory w takim ciggu wystepuja na zmiane. Moze-
my policzy¢ taki ciag zaréwno dla uktadu poczatkowego, jak i konicowego. Ko-
rzystajac z faktu, ze w ukladzie koncowym istnieja co najmniej dwa sasiednie
wierzchotki tego samego koloru, mozemy poczyni¢ wazna obserwacje: jezeli oba
ciagi koloréw sa réowne, to da si¢ przeksztalcié¢ jeden uklad w drugi! Wykazanie
tego faktu réwniez nie jest trudne i zostawiamy je jako ¢wiczenie.
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Co jednak, gdy ciagi nie sa rowne? Zastanéwmy sie, jak moze sie zmieniaé
ciag koloréw odpowiadajacy poczatkowemu ukladowi. Przedzialy tych samych
koloréw moga si¢ taczy¢ oraz skrajne przedzialy moga znikaé. Oznacza to, ze
mozliwymi ruchami sa: usunigcie pierwszego elementu ciagu; usunigcie ostatnie-
go elementu ciagu; usuniecie dwdch sasiednich elementéw ciggu. Dosé tatwo jest
zatem ustali¢ warunki na to, ze ciag poczatkowy da sie przeksztalci¢ w koncowy.
Jedli ciagi zaczynaja sie od tego samego koloru, to ciag startowy musi by¢ co
najmniej tak dlugi, jak koncowy. Jesli zas zaczynaja sie od réznych koloréw, to
ciag poczatkowy musi by¢ $cidle dtuzszy niz koncowy. Mozemy zatem wyzna-
czy¢ poczatkowy oraz koncowy ciag dla drzewa i sprawdzié, czy spelniaja one
odpowiednie nieréwnosci.

Cale zadanie opiera sie zatem na sprawdzeniu kilku prostych warunkow, co
oczywiscie mozemy zrobi¢ w czasie O(n).
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5B — Autostrada

autor zadania: Kamil Debowski

Tresé

Dany jest opis trzypasmowej autostrady. Dla kazdego pasa znamy pozycje oraz
predkos¢ samochodéw, ktore si¢ na nim znajduja. Oznaczamy te predkosci przez
v1, Vg oraz vs, dla odpowiednio pierwszego, drugiego oraz trzeciego pasa. Znamy
rowniez maksymalna predko$é vy naszego samochodu. Jego predko$é mozemy
dowolnie zmieniaé, jednak musi ona pozosta¢ w przedziale [0, vg]. Mozemy réw-
niez w pomijalnym czasie zmienia¢ pas ruchu na sasiedni. Wszystkie samochody,
wlacznie z naszym, maja te sama dlugo$é. Odleglosci miedzy samochodami w
jednym pasie sg wielokrotno$ciami dhugosci samochodu. Oczywiscie nie mozemy
zderzy¢ sie z zadnym innym samochodem. JesteSmy pytani o pierwszy moment,
w ktérym mozemy wyprzedzi¢ wszystkie samochody.

Rozwigzanie

Do rozwiazania zadania uzyjemy programowania dynamicznego. Dla kazdego
pasa bedziemy okresla¢ pozycje wzgledem samochodéw, ktére na nim jada, a
nie wzgledem poczatku trasy. Bedziemy stopniowo zwiekszaé czas t, zaczynajac
z t = 0. Dla kazdego pasa bedziemy pamietaé najbardziej wysunieta na prawo
pozycje na tym pasie, na ktérej mozemy sie znalezé w czasie t. Oznaczmy te
pozycje przez pi, pe oraz ps. Zwroémy uwage, ze wartodci te nie musza byé
catkowitoliczbowe.

Kazda z tych wartosci moze zmieniaé si¢ z pochodna vy — v; albo z pochodna
0 wzgledem czasu. Oznacza to, ze na kazdym pasie albo jedziemy ze swoja
maksymalna predkoscia (i przez czas ¢’ zmieniamy swoja pozycje o t' - (vo — v;))
albo jedziemy réwno z innymi samochodami, poniewaz nie mozemy wjechaé
w samochéd jadacy bezpos$rednio przed nami. Musimy zatem umie¢ wykrywaé
kiedy bedziemy musieli zwolnié¢ ze wzgledu na nastepny samochdd przed nami.

Inna rzecza, ktéra musimy umieé¢ wykrywaé, jest mozliwos¢ zmiany pasa.
Jesli dla uporzadkowanej pary sasiednich paséw (i,7) na pasie i mozemy by¢
dalej niz na pasie j (wzgledem poczatku trasy) i mozemy zjechaé z pasa @ na
pas j, to musimy rozwazy¢ te opcje. W celu aktualizacji czasu ¢ oraz wartosci
p; wybieramy oczywiscie wydarzenie, ktére nastapi jako pierwsze.

31



W celu wykrywania momentéw, ktére musimy wziaé pod uwage, mozemy
uzy¢ odpowiednich struktur danych, odpowiednio dostosowanego wyszukiwania
binarnego, lub jedli jesteSmy wystarczajaco ostrozni, znalezé¢ je w amortyzowa-
nym czasie liniowym.

Gdy na jakims pasie znajdziemy sie przed wszystkimi innymi samochodami,
oplacalnym jest do konca jechaé¢ ze swoja maksymalna predkoscia az wyprze-
dzimy wszystkie inne samochody. Wtedy znamy dokladny wynik.

Alternatywne podejscie plynie z zauwazenia, ze w miare optaca nam sie trzy-
ma¢é $rodkowego pasa i jecha¢ na nim do przodu. Jesli jestedmy na srodkowym
pasie i mozemy przejechaé¢ o pole do przodu, to robimy to z nasza maksymalna
predkoscia. W przeciwnym wypadku chcemy dostaé sie na nastepne wolne pole
na srodkowym pasie. Mamy tutaj dwie mozliwosci — uzyé¢ do tego pierwszego
lub trzeciego pasa. Dla kazdego z nich mozemy wykry¢ najblizszy moment, w
ktorym jest to mozliwe. W przypadku pierwszego — szybszego pasa, interesuje
nas jedynie czy mozemy od razu na niego zjechaé. Jedli tak, natychmiastowo to
robimy i jedziemy nim (albo z nasza maksymalna predkoscia albo tuz za samo-
chodem z jego predkoscia) tak dlugo, az bedziemy mogli zjechaé na srodkowy
pas. W przypadku trzeciego — wolniejszego pasa, interesuje nas najblizszy prze-
dzial przed nami, ktérego dtugo$é¢ pozwoli nam dotrze¢ do nastepnego wolnego
pola na $rodkowym pasie — zakladajac, ze przejedziemy ten przedzial z nasza
maksymalng predkoécia.

W przypadku pierwszego pasa wygodnie jest uzy¢ wyszukiwania binarnego,
a w przypadku trzeciego pasa — drzewa przedzialowego. Réwniez w tym rozwia-
zaniu dostateczna ostroznosé pozwala oby¢ sie bez struktur danych i rozwigzaé
zadanie w amortyzowanym czasie liniowym.

By nie musieé¢ walczy¢ z dokladnoscia obliczenn zmiennoprzecinkowych, war-
to zauwazy¢, ze wszystkie interesujace wydarzenia maja miejsca w momentach
czasu, ktore po zapisaniu jako liczba wymierna maja mianownik bedacy dzielni-
kiem (vp—v1)(vg—v2) (v —v3)(v1 —v2)(v1 —v3)(v2 —v3). Oznaczmy wspomniany
iloczyn przez M. Warto zatem nie trzymacé¢ w ogdle liczb zmiennoprzecinkowych,
a pomnozy¢ liczony czas przez M. Alternatywnie, mozna trzymaé¢ momenty w
czasie jako utamki o mianowniku réwnym M. Ze wzgledu na mate limity na war-
tosci v; nie powinno to sprawiaé probleméw ze zmieszczeniem sie w 64-bitowych
typach zmiennych.

Jedli poprawnie zaimplementowane, otrzymujemy rozwiazanie dzialajace w
ztozonosci O(L - log(L)) lub nawet O(L).
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5B — Desant 2

autor zadania: Mateusz Radecki

Tresé

Dany jest ciag liczb catkowitych aq,as,...,a, oraz liczba k. Naszym zadaniem
jest odpowiadaé¢ na zapytania o podprzedzialy zadanego ciagu. Dla kazdego za-
pytania nalezy wyznaczy¢ maksymalna mozliwa sume liczb pokrytych roztacz-
nymi przedziatami dlugoéci k zawartymi w calosci w podprzedziale z zapytania.

Rozwigzanie

Zinterpretujmy zadanie grafowo. Niech graf zawiera n + 1 wierzcholkéw, ponu-
merowanych liczbami catkowitymi od 0 do n. Dla kazdego i z przedziatu [0, n—1]
dodajmy do niego krawedz skierowana z wierzcholka i do wierzcholka i + 1 o
wadze 0. Dla kazdego ¢ z przedzialu [0,n — k] dodajmy krawedZ skierowana
z wierzchotka 7 do wierzchotka 7 + k o wadze bedacej sumg wartosci a; dla j
z przedziatu [i + 1,4 + k]. Nietrudno zauwazy¢, ze odpowiedzia na zapytanie o
przedzial [¢, r] jest dlugo$é najdluzszej $ciezki z wierzchotka £—1 do wierzchotka
T,

Wyobrazmy sobie nasz graf narysowany na plaszczyznie, gdzie wierzcholek i
narysujemy w punkcie o wspétrzednych (| 1 ],4 mod k). Przyktadowo, dlan =9
oraz k = 3, nasz graf Wyglqda nast@pumco

AT
“ ()

Nasz graf ma bardzo regularny ksztalt i tatwo jest szuka¢ w nim separatoréw.
Sprébujmy zatem, w pewien sposéb uzywajac na nim techniki dziel i zwyciezaj,
policzy¢ odpowiedzi dla wszystkich zapytan.
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Jesli nasz graf jest bardziej szeroki niz wysoki (czyli liczba kolumn w kracie
jest wigksza niz liczba wierszy) mozemy skorzystaé¢ z faktu, ze kazde zapytanie
albo ma jeden wierzcholek na lewo od érodkowej kolumny, a drugi na prawo,
albo w calosci zawiera sie po ktérejs ze stron. Jesli zachodzi pierwszy przypadek,
to na pewno optymalna Sciezka przechodzi przez srodkows kolumne, w ktorej
to znajduje sie nie wiecej niz /n wierzcholtkdéw. Mozemy zatem dla kazdego z
nich (nazwijmy go v) policzy¢ dtugosci najdluzszych $ciezek zaczynajacych sie
w dowolnym wierzchotku i konczacych w v, oraz dtugosci najdtuzszych $ciezek
zaczynajacych si¢ w v i konczacych w dowolnym innym wierzchotku. Jedli jakas
Sciezka nie istnieje, to jej dlugos$é¢ traktujemy jako —oco. Calo$é zajmie nam
oczywiscie czas O(n+/n). Nastepnie, mozemy zalozy¢ dla kazdego zapytania, ze
optymalna Sciezka przebiega wladnie przez v. Wtedy oczywiscie dtugosé $ciezki
7z wierzchotka startowego s do wierzchotka koficowego ¢ wynosilaby dist(s,v) +
dist(v,t). Jako, ze kazda rozwazana $ciezka musi przechodzié¢ przez ktéry$ z
wierzchotkéw w érodkowej kolumnie, to na pewno rozwazymy tez optymalna z
nich. Nastepnie, mozemy rekurencyjnie wywolaé sie na lewej oraz prawej czedci
kraty i tam niezaleznie policzy¢ wyniki.

Jedli zas nasz graf jest bardziej wysoki niz szeroki, to mozemy zrobi¢ co$
bardzo podobnego, jednak bedac bardziej uwaznym. Gdyby nie bylto krawedzi
z ostatniego rzedu do pierwszego, to mogliby$my po prostu zrobi¢ to samo dla
srodkowego wiersza. Jesli jednak w naszym wywolaniu rekurencyjnym nadal
dostalismy wszystkie wiersze, to musimy najpierw zatozy¢, dla kazdego zapyta-
nia, ze optymalna Sciezka dla niego przechodzi przez najnizszy rzad. Mozemy w
ten sposéb w ztozonosci O(ny/n) zrelaksowaé wyniki dla wszystkich zapytan i
wywolaé sie na kracie bez pierwszego rzedu. Nie podzieliliSmy wierszy na dwie
grupy, ale na szczescie we wszystkich glebszych wywolaniach rekurencyjnych,
gdy nasz graf bedzie bardziej wysoki niz szeroki, bedziemy juz mogli rozbié sie
rekurencyjnie wokét srodkowego rzedu.

Wybierajac za kazdym razem lepszy wymiar do rekurencyjnego rozbicia sie,
zgodnie z twierdzeniem mistrza, uzyskamy sumaryczng zlozono$é O(ny/n).
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bA — Fiolki 2

autor zadania: Mateusz Radecki

Tresé

Dany jest skierowany graf acykliczny o n wierzcholkach, w ktérym pierwsze k
wierzchotkéw ma zerowy stopniu wejsciowy. Dla kazdego przedziatu wierzchot-
kéw [¢,7], spelniajacego k < ¢ < r < n, nalezy policzy¢é maksymalna liczbe
roztacznych wierzchotkowo $ciezek, ktére moga zaczynaé sie w pierwszych k
wierzchotkach, a konczyé w wierzchotkach o indeksach w tym przedziale. Na
wyjéciu nalezy wypisaé, dla kazdego x z przedzialu [0, k], dla ilu przedzialéw
odpowiedz jest réwna x.

Rozwigzanie

Dla kazdego wierzchotka, dynamicznie, policzymy sobie pewien wektor rozmiaru
k. Bedziemy pracowaé w ciele Z,, najlepiej dla jakiej$ duzej liczby pierwszej,
w optymalnym przypadku wiekszej niz 10'®. Dobrym pomystem jest wybraé
p = 261 — 1, ze wzgledu na to, ze dzieki jej reprezentacji w systemie dwdjko-
wym jesteSmy w stanie szybko wykonywaé¢ mnozenie dwoch liczb modulo owa
liczba pierwsza. Dla i-tego z pierwszych k wierzchotkéw, ustalonym dla niego
wektorem bedzie wektor ztozony z samych zer oraz jedynki na i-tej pozycji.
Dla kazdego wierzchotka o indeksie wigkszym niz k, jego wektorem bedzie su-
ma wektoréw wierzchotkéw do niego wchodzacych, przemnozonych przez losowe
wartosci z przedzialu [1, p—1]. Wszystkie wektory mozemy obliczy¢ dynamicznie
w zlozonosci O(mk). Po co nam one? Zaraz sie przekonamy.

Wybierzmy pewne k wierzcholtkéw z przedziatu [k + 1, n] i zastanéwmy sie,
czy mozemy wybraé k rozlacznych $ciezek, zaczynajacych sie w wierzchotkach
1,2,...,k, a konczacych sie w wybranych wierzchotkach. Spdjrzmy na ciag wek-
toréw tych wierzchotkow. Latwo zauwazy¢, korzystajac z wiedzy o przeptywach,
ze takie k $ciezek nie istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy mozemy zakazaé¢ co naj-
wyzej k—1 wierzcholtkéw, tak aby kazda Sciezka z ktéregokolwiek z pierwszych k
wierzchotkéw do ktoregokolwiek z wybranych k wierzchotkéw przechodzita przez
ktérys z zakazanych wierzchotkow. W szczegdlnosci, mozemy zakazywaé rowniez
startowych oraz koncowych wierzchotkéw. Co jesteSmy wtedy w stanie powie-
dzie¢ o wektorach wybranych wierzchotkow? Wszystkie sg rozpinane przez co
najwyzej k — 1 wektoréw zakazanych wierzchotkéw, a wiec nie sg one liniowo
niezalezne.
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W tym momencie moze pojawié¢ sie promyk nadziei, ze w przeciwnym przy-
padku mamy duze prawdopodobienstwo (zalezne od wybranej liczby pierw-
szej p), ze owy zbidr wektoréw bedzie liniowo niezalezny. Okazuje sie by¢ to
prawda! Co wiecej, mozemy posuwaé obserwacje dalej. Jesli minimalny rozmiar
zbioru, ktéry da sie zakazaé, aby przecia¢ wszystkie Sciezki prowadzace z pierw-
szych k wierzchotkéw do wybranego zbioru wierzchotkéw wynosi q, to wszystkie
wektory dla wybranego zbioru wierzchotkéw na pewno sa rozpinane przez pe-
wien zbiér g wektorow, wiec rzad macierzy powstalej przez ulozenie obok siebie
wektorow wybranych wierzchotkéw wynosi co najwyzej gq. Okazuje sie, ze rze-
czywiscie ma on duze prawdopodobienstwo wynosi¢ dokladnie q.

Pominiemy tutaj dowody, jesli jednak ktos jest zainteresowany, to polecamy
zapoznal sie z twierdzeniem Mengera oraz z lematem Schwartza-Zippela.

Zostajemy zatem z zadaniem, gdzie mamy dang macierz M o wymiarach
(n — k) x k i dla kazdego = € [0, k] mamy policzy¢ liczbe takich przedzialéw
wierszy tej macierzy, ze podmacierz ztozona jedynie z tych wierszy M ma rzad
dokltadnie x.

Zmniejszmy n o k, zeby n byto od teraz réwne liczbie wierszy w macie-
rzy M. Przeiterujmy sie¢ zatem od lewej do prawej po prawym konicu rozwaza-
nego przedzialu. Nazwijmy aktualnie rozwazany prawy koniec r. Istnieje taki
ciag f1, 42, {3, ... dtugosci co najwyzej k, ze wszystkie jego elementy sa dodatnie
i zachodzi r > ¢; > £y > ¢3.... Dodatkowo, przedzial [¢;,r] jest najkrétszym
takim przedziatem konczacym sie na r, ze rzad podmacierzy wyznaczanej przez
niego jest réwny ¢. Jak zmienia sie ciag ¢, /2, /3, ..., gdy przechodzimy z r — 1
do 7?7 Jedli r-ty wektor jest wektorem zerowym, to ciag nie zmienia sie wcale.
W przeciwnym razie mamy dwa przypadki. Albo r-ty wektor jest liniowo nie-
zalezny ze wszystkimi wierszami o indeksach z ciagu ¢4, 05, /s, ..., albo nie jest.
Jedli jest liniowo niezalezny, to chcemy dodaé r-ta pozycje do ciagu, jesli nie
jest, to mozemy jedna z wartosci w ciggu wymienié¢ na r. Oplaca sie wymienié¢
najmniejsza wartosé¢ z tych, ktére wymieni¢ mozemy, ale jak ustali¢, ktére z nich
mozemy wymieni¢, jest trudnym pytaniem.

Trzymajmy zatem czeéciowo zeschodkowang macierz odpowiadajaca wek-
torom na pozycjach z ciagu f1, 02,03, .... Dodatkowo, dla kazdego wiersza tej
macierzy, trzymajmy informacje jaka kombinacja liniowa wektoréw ze wspo-
mnianych pozycji w macierzy M on jest. Dzieki temu, jesli umiemy zapisaé r-ty
wektor jako kombinacje liniowa wierszy zeschodkowanej macierzy, to mozemy
tez ustali¢, jaka kombinacjg liniowa wierszy macierzy M on jest. Mozemy wy-
mieni¢ go na te wektory, ktére pojawiaja si¢ w tej kombinacji z niezerowym
wspotczynnikiem. Po takiej zamianie zeschodkowana macierz nie zmienia sig,
ale jeste$my w stanie w czasie O(k?) przeliczy¢ kombinacje liniowe wierszy ma-
cierzy M, ktore skladaja sie na wiersze zeschodkowanej macierzy.

W ten sposéb mozemy rozwiazaé cate zadanie w zlozonosci O(mk + nk?).
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bA — Zbiory niezalezne

autor zadania: Marek Sokotowski

Tresé

Mamy dane liczby ¢, r oraz c. Naszym zadaniem jest policzy¢ ile istnieje réz-
nych nieetykietowanych drzew, ktérych wierzcholki sa pomalowane na jeden z
¢ koloréw i w ktérych rozmiar maksymalnego zbioru niezaleznego zawiera sie w
przedziale [¢,r]. Wynik nalezy podaé¢ modulo 998 244 353.

Rozwigzanie

Wspomniana liczba pierwsza dla bardziej doswiadczonych zawodnikéw jest sy-
gnatem, ze bedziemy intensywnie korzystaé z szybkiej transformaty Fouriera,
stuzacej do szybkiego mnozenia wielomianéw. Méwiac Scislej, bedziemy korzy-
sta¢ z operacji na funkcjach tworzacych: bedziemy chcieli umie¢ je dodawac,
mnozy¢, ale takze dla funkeji F'(z) bedziemy chcieli umieé obliczaé¢ exp(F(x)) i
ﬁ. Informacje na temat tego jak wykonywac te operacje w czasie O(n-log(n)),
gdzie n maksymalnym interesujacym nas wspélczynnikiem, mozliwe sa do zna-
lezienia w internecie.

Rozwazmy najpierw zadanie, w ktérym chcemy liczy¢ drzewa o liczbie wierz-
chotkéw réwnej n, zamiast o rozmiarze zbioru niezaleznego nalezacego do prze-
dziatu [¢, ], oraz interesuja nas rézne ukorzenione drzewa, a nie dowolne. Uzyj-
my zatem programowania dynamicznego: niech L[i] bedzie liczba takich r6znych
nieetykietowanych ukorzenionych laséw, ktére zawieraja doktadnie ¢ wierzchol-
kéw. Niech DJi] bedzie liczbg ukorzenionych drzew o i wierzchotkach. D[n] be-
dzie zatem interesujacym nas wynikiem. Programowanie dynamiczne inicjalizu-
jemy oczywiscie jako L[0] = 1. Zachodzi tez wlasnosé D[i| = ¢- L[i — 1] — drzewo
mozemy utozsamia¢ z lasem pozostalym po usunieciu jego korzenia, ktéry to
mogl mie¢ jeden z ¢ koloréw. Warto zauwazy¢, ze ciag (L,,) mozemy utozsamiaé
z jego funkcja tworzaca, ktéra bedziemy oznaczaé jako L(x). Warto wprowadzié
tutaj pomocnicze ciagi — niech L;(x) oznacza funkcje tworzaca dla ciagu, kté-
ry oznacza liczbe laséw o odpowiedniej liczbie wierzchotkow, w ktorych kazde
drzewo ma rozmiar co najwyzej i. Zaczynamy oczywiscie z Lo(z) = 1.
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Jesli poznamy warto$é DJi], to do$é tatwo jest, znajac réwniez L;_1(x), ob-
liczyé L;(z). Dla kazdego drzewa liczonego w DIi] mozemy dowolna liczbe jego
kopii dolozy¢ do dowolnego lasu. Dolozenie dowolnej liczby kopii drzewa o i
wierzchotkach mozemy wykona¢ poprzez przemnozenie przez Y~z = 1=
Skoro dla kazdego drzewa mozemy niezaleznie zdecydowaé o liczbie jego doto-
zonych kopii, to otrzymujemy réwnosé L;(x) = L;—1(x)

1

Latwo si¢ domy$lié, ze zamiast oblicza¢ kolejne L;(z), bedziemy utrzymy-
waé jedna funkcje i ja aktualizowaé. Mnozenie jest jednak trudne i wolne, co
mozemy zatem zrobi¢ zamiast niego? Cheac finalnie obliczy¢ [];_, uTli)D[il’
mozemy zamiast tego obliczy¢ exp(>._; 10g(m)). Dodawanie wydaje sie
juz prostsze, jednak by upewni¢ sie, ze istnieje jakakolwiek nadzieja na popra-
we czasowa, nalezy spojrzeé na rozwiniecie Taylora dla funkcji 1og((1T1i)Dm).
Otrzymujemy:

o
z¥

o8 ({r—3eyom ) = Pl >

Jest to dla nas Swietna wiadomosé. W i-tym kroku, logarytm ktéry do-
dajemy, jest nie tylko bardzo tatwy do obliczenia, ale réwniez ma tylko |7 ]
niezerowych wspolczynnikow! Mozemy zatem dodaé wszystkie logarytmy w zlo-
zonosci czasowej O(r - log(r)), a nastepnie w tej samej zlozonosci przytozyé do
nich eksponente. Jest jednak pewien problem. By obliczy¢ D[] musimy poznaé
[ L;—1(z), a w tym celu, musieliby$my dla kazdego i po drodze obliczaé
eksponente doé¢ duzej funkeji tworzacej.

Potrzebujemy zatem sprytnego pomystu. Powiedzmy, ze obliczyliSmy juz
log(Lqr (2)) dla pewnego k. Mozemy zatem pozwolié sobie na obliczenie Lok ().
Sprébujmy obliczy¢ jednoczesnie wszystkie wartosci D[i] dla ¢ nalezacego do
przedziatu [2% + 1,2%+1]. Jak mozemy to zrobi¢? Oznaczmy:

k

P(z) = Lok () mod 22" = L(z) mod z?

Low(z) — P ,»
S(z) = M mod 22"
x
W(z) = L2k+1(:2k— P(x) mod 22 — L(x)x;kP(x) mod 22"

P(x) 1 W(x) odpowiadaja zatem wszystkim lasom, ktérych liczba wierzchol-
kéw miedci si¢ w przedzialach odpowiednio [0, 2%) i [2F, 2F+1), zad S(x) odpowia-
da tym lasom, w ktérych drzewa nie przekraczaja rozmiarem 2¢. Korzystajac z
faktu, ze w lesie o sumarycznej liczbie wierzchotkéw mniejszej niz 25+ zmiedci
si¢ co najwyzej jedno drzewo o rozmiarze wickszym niz 2¥, mozemy rozpisaé
réwnanie, dzigki ktéremu bedziemy w stanie wyznaczy¢ W(x):

W(z) = S(z)+ P(x) - W(z)-z-¢ mod 22"

_ S(x)
1-P(z)-xz-c

k

W(x) mod 2
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Umiejac wykonywaé operacje na funkcjach tworzacych mozemy zatem ob-
liczyé W (x), dzieki czemu bedziemy w stanie poznaé¢ D[i] dla wszystkich i z
przedziatu [2% + 1, 28+1]. Dla kazdego z nich bedziemy zatem mogli zaktualizo-
waé L(x) o odpowiedni logarytm.

Poniewaz obliczenie kolejnych wartoéci wykonujemy w czasie O(2F - k), to
obliczenie liczby drzew ukorzenionych o n wierzchotkach dla kazdego n nie wiek-
szego niz r mozemy wykonaé w czasie O(r - log(r)). Pozostaja dwa problemy:
interesowaly nas rozmiary zbioroéw niezaleznych, oraz drzewa nie mialy by¢ uko-
rzenione.

Z pierwszym problemem mozemy poradzi¢ sobie nieco komplikujac oblicze-
nia. Wiemy, ze dla ukorzenionego drzewa istnieje algorytm zachtanny, ktéry ob-
licza rozmiar maksymalnego zbioru niezaleznego — wierzchotek nalezy do zbioru
niezaleznego wtedy i tylko wtedy, gdy zadnego jego dziecko do niego nie nalezy.

Zamiast funkcji tworzacej L(x), mozemy zdefiniowaé funkcje tworzace A(z)
oraz B(z). [x']A(z) oznacza liczbe takich ukorzenionych laséw o sumarycznym
zbiorze niezaleznym rozmiaru ¢, w ktérych zaden korzen nie zostal wziety do
zbioru niezaleznego przez algorytm zachlanny. [#]B(z) oznacza liczbe wszyst-
kich ukorzenionych laséw o sumarycznym zbiorze niezaleznym rozmiaru i. Ana-
logicznie do L;(x) mozemy zdefiniowaé A;(xz) i B;(x) — interesuja nas jedynie
ukorzenionych lasy, w ktérych zadne drzewo nie ma zbioru niezaleznego o roz-
miarze wiekszym niz i. Okazuje sie, ze analogicznie do przypadku z ogranicze-
niem na liczbe wierzchotkéw, mozemy znajac Agr (z) 1 Bar (x) obliczyé Agr+r ()
i Bori1(r) w czasie O(2% - k). Przeksztalcenia dzialaja na tej samej zasadzie,
jednak oczywiscie sa one bardziej skomplikowane, gdyz musimy rozwigzaé¢ uktad
dwoch rownan z dwiema niewiadomymi. Zabawe z dokladnym przeksztalceniem
wzoréw, postanowiliSmy pozostawié jako ¢wiczenie dla czytelnika.

7 drugim problemem, ktérym jest obliczenie liczby nieukorzenionych drzew,
a nie ukorzenionych, pomoze nam pewien niestawny wzor.

Obserwacja (Otter’s formula). Ustalmy nieukorzenione nieetykietowane
drzewo T. Niech v bedzie liczbg roznych drzew ukorzenionych w wierzchotku @ izo-
morficznych z T'. Niech e bedzie liczbg roznych drzew ukorzenionych w krawedzi
i izomorficznych z T. Niech s bedzie rowne 1, jesli T jest symetryczne wzgledem
ktoregkolwiek krawedzi, a 0 w przeciwnym przypadku. Wtedy v —e + s = 1.

39



Korzystajac z A(x) oraz B(z) obliczymy G(x) oraz H(z). Niech [z]G(x)
oznacza liczbe ukorzenionych drzew o rozmiarze zbioru niezaleznego réwnym i,
w ktérych korzen nie zostal wzigty przez algorytm zachlanny do zbioru nieza-
leznego. Niech [x?]H (x) oznacza liczbe ukorzenionych drzew o rozmiarze zbioru
niezaleznego réwnym i, w ktorych korzen zostal wziety przez algorytm zachtan-
ny do zbioru niezaleznego. Niech [2]T(x) oznacza liczbe nieukorzenionych drzew
o rozmiarze zbioru niezaleznego réwnym ¢. Sumujac powyzszy wzor Ottera po
wszystkich nieetykietowanych drzewach otrzymujemy:

T(r) = Gla) + H(z) ~ 5G()? + 36(a?) ~ G)H(z) — 5 H(w) + 5 H(?)
2 2 2x 2x
T(z) okazuje si¢ by¢ dokladnie funkcja tworzaca ciagu, o ktéry jestesmy
pytani w zadaniu! Znajac dla kazdego n nie wiekszego niz r liczbe drzew o
rozmiarze zbioru niezaleznego réwnym n, mozemy po prostu zsumowacé te war-
tosci dla wszystkich n z przedziatu [¢, r]. Otrzymujemy dzieki temu rozwiazanie
dzialajace w ztozonosci O(r - log(r)) z ogromna stala.
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